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从 上 世纪 50 年 代 初 起 , 在 当时 全 面 学 习 苏联 的 大 背景 下 , 国内 的 高 等 学 校 大 量 
采用 了 翻译 过 来 的 苏联 数学 教材 . 这 些 教材 体系 严密 , 论证 严谨 , 有 效 地 帮助 了 青年 
学 子 打 好 扎实 的 数学 基础 , 培养 了 一 大 批 优秀 的 数学 人 才 . 到 了 60 年 代 , 国内 开始 
编纂 出 版 的 大 学 数学 教材 逐步 代替 了 原先 采用 的 苏联 教材 , 但 还 在 很 大 程度 上 保留 
着 苏联 教材 的 影响 , 同时 , 一 些 苏 联 教材 仍 被 广大 教师 和 学 生 作 为 主要 参考 书 或 课外 
读物 继续 发 挥 着 作用 . 客观 地 说 , 从 解放 初 一 直到 文化 大 革命 前 夕 , 苏联 数学 教材 在 
培养 我 国 高 级 专门 人 才 中 发 挥 了 重要 的 作用 , 起 了 不 可 忽略 的 影响 , 是 功 不 可 没 的 . 


改革 开放 以 来 , 通过 接触 并 引进 在 体系 及 风格 上 各 有 特色 的 欧美 数学 教材 ,大 
家 眼界 为 之 一 新 , 并 得 到 了 很 大 的 启发 和 教 益 . 但 在 很 长 一 段 时 间 中 , 尽管 苏联 的 数 
学 教学 也 在 进行 积极 的 探索 与 改革 , 引进 却 基 本 中 汤 , 更 没有 及 时 地 进行 跟踪 , 能 看 
懂 俄 文 数学 教材 原著 的 人 也 越 来 越 少 , 事实 上 已 造成 了 很 大 的 隔膜 , 不 能 不 说 是 一 
个 很 大 的 缺憾 . 


事情 终于 出 现 了 一 个 转折 的 契机 . 今年 初 , 在 由 中 国 数学 会 、 中 国 工业 与 应 用 数 
学 学 会 及 国家 自然 科学 基金 委员 会 数学 天 元 基金 联合 组 织 的 迎春 茶话会 上 , 有 数学 
家 提出 , 莫斯科 大 学 为 庆祝 成 立 250 周年 计划 推出 一 批 优秀 教材 , 建议 将 其 中 的 一 
些 数 学 教材 组 织 翻译 出 版 . 这 一 建议 在 会 上 得 到 广泛 支持 , 并 得 到 高 等 教育 出 版 社 
的 高 度 重视 . 会 后 高 等 教育 出 版 社 和 数学 天 元 基金 一 起 邀请 熟悉 俄罗斯 数学 教材 情 
况 的 专家 座谈 讨论 , 大 家 一 致 认为 : 在 当前 着 力 引进 俄罗斯 的 数学 教材 , 有 助 于 扩大 
视野 , 开拓 思路 , 对 提高 数学 教学 质量 、 促进 数学 教材 改革 均 十 分 必要 .《 俄罗斯 数 
学 教材 选 译 》 系 列 正 是 在 这 样 的 情况 下 , 经 数学 天 元 基金 资助 , 由 高 等 教育 出 版 社 组 
织 出 版 的 . 
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经 过 认真 选 题 并 精心 翻译 校订 , 本 系列 中 所 列 人 的 教材 , 以 莫斯科 大 学 的 教材 为 
主 , 也 包括 俄罗斯 其 他 一 些 若 名 大 学 的 教材 . 有 大 学 基础 课程 的 教材 , 也 有 适合 大 学 
高 年 级 学 生 及 研究 生 使 用 的 教学 用 书 . 有 些 教材 虽 曾 翻译 出 版 , 但 经 多 次 修订 重 版 ， 
面目 己 有 较 大 变化 , 至 今 仍 广 泛 采 用 、 深 受 欢迎 , 反射 出 俄罗斯 在 出 版 经 典 教材 方面 
所 作 的 不 懈 努 力 , 对 我 们 也 是 一 个 有 益 的 借鉴 . 这 一 教材 系列 的 出 版 , 将 中 俄 数学 教 
学 之 间 中 断 多 年 的 链条 重新 连接 起 来 , 对 推动 我 国 数学 课程 设置 和 教学 内 容 的 改革 ， 
对 提高 数学 素养 、 培 养 更 多 优秀 的 数学 人 才 , 可 望 发 挥 积极 的 作用 , 并 起 着 深远 的 影 
啊 , 无 疑 值 得 庆贺 , 特 为 之 序 . 


李 大 潜 
2005 年 10 月 














专门 出 版 这 本 “概率 论 习 题 集 ”的 想法 是 这 样 产 生 的 . 

在 我 们 的 书 《 概 率 》 的 前 两 版 (1980, 1989) 中 , 全 书 八 章 的 每 一 章 中 都 配备 有 大 
量 的 各 种 类 型 的 习题 . 在 准备 出 版 第 三 版 时 , 由 于 改写 和 增补 的 部 分 较 多 , 将 书 分 为 
了 两 卷 , 于 2004 年 4 月 份 出 版 . 也 正 是 在 此 过 程 中 产生 了 单独 出 版 一 本 习题 集 , 以 
把 原 书 中 的 “ 老 习 题 ”, 以 及 由 于 各 种 原因 未 能 收入 原 书 中 的 “新 习题 ”都 包括 进去 
的 想法 . (未 能 收入 原 书 的 一 个 基本 原因 是 受到 在 书籍 出 版 时 关于 篇 幅 限制 的 约束 .) 

习题 的 收集 和 别 除 是 我 在 多 年 之 中 根据 自己 的 兴趣 进行 的 , 习题 的 来 源 多 种 多 
FÉ, 各 种 教科 书 、 讲 义 、 习 题 集 、 专 著 、 刊 物 上 面 发 表 的 论文 ，.……: . 还 有 一 些 题目 
产生 于 我 们 为 本 科 生 和 研究 生 举 办 的 专门 的 讨论 班 . 

很 难 逐一 列 出 所 有 习题 的 确切 来 源 . 但 是 其 中 不 少 可 以 从 本 书 最 后 所 附 的 参考 
文献 中 反映 出 来 . 

绝 大 多 数 习 题 后 面 都 给 出 了 提示 , 这 样 做 的 原因 如 下 : 

我 们 的 《概率 》 书 诞生 在 国立 莫斯科 大 学 数学 力学 系 , 是 在 我 们 的 讲座 的 基础 
上 形成 的 , 那里 的 本 科 生 在 第 四 学 期 末 选 择 专 业 . 那些 在 三 年 级 时 以 我 为 导师 的 学 
生 会 被 告知 : 你 们 (在 三 年 级 ) 的 第 一 项 工作 由 两 部 分 组 成 , 其 中 的 第 一 部 分 就 是 解 
答 《 概 率 》 书 中 的 习题 , 例如 第 二 卷 第 八 至 十 章 中 的 习题 . 那么 毫 无 疑问 , 学 生 们 为 
了 解答 这 些 习题 , 不 仅 需 要 独立 熟悉 相应 章节 的 内 容 , 而 且 在 必要 时 , 还 要 熟悉 以 前 
学 过 的 有 关 章 节 . 在 收 到 他 们 的 解答 (不 是 手写 的 , 而 是 用 Tex 打出 来 的 ) 之 后 , 通 
过 批阅 和 讨论 这 些 解答 , 学 生 们 获得 了 他 们 的 第 二 部 分 工作 , 这 里 面 就 已 经 有 着 更 多 
的 创造 性 了 . 

这 样 多 年 坚持 的 结果 , 使 我 们 积累 起 数量 可 观 的 对 各 种 题目 (收录 在 《概率 》 的 
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各 个 版 本 中 的 题目 ) 的 解答 , 其 中 的 多 数 解 答 曾 按照 我 的 要 求 反 复 进行 过 验证 、 校 勘 ， 
并 且 幸 运 地 被 我 们 教研 室 中 的 一 些 合作 者 、 研究 生 和 助教 们 系统 地 重新 做 解 , 他 们 
之 中 有 (按照 解答 的 章节 顺序 排列 ): A. C. Hepsoro (第 一 至 五 章 ), M. A. Y pycos, 
A. A. flpomenxos 和 IO. A. Ky3Henos (第 六 至 八 章 ). 我 谨 在 此 对 他 们 的 工作 致 以 
深切 的 谢意 . 

收集 完 所 有 习题 解答 之 后 , 我 立即 意识 到 不 可 能 立即 出 版 它们 ， 因 为 它们 所 占 
的 篇 幅 实 在 太 大 . 我 不 得 不 将 习题 解答 改写 为 提示 , 正如 现在 的 这 种 形式 , 此 前 我 还 
为 数目 众多 的 新 题目 写 了 提示 . 

应 当 特 别 说 一 说 放 在 本 书 末 尾 的 附录 . 通过 附录 , 我 们 可 以 较 早 地 把 一 些 概 念 
介绍 给 读者 , 尽管 只 能 是 初 浅 的 介绍 , 这 样 做 的 理由 如 下 . 一 方面 , 附录 中 对 本 书 以 
及 《概率 》 第 一 、 二 卷 中 的 一 些 基 本 符号 、 基 础 性 概念 给 出 了 简介 性 、 评述 性 的 提 
示 ; 另 一 方面 , 附录 中 收入 了 一 些 解 题 时 需要 用 到 的 组 合 论 、 马 尔 可 夫 链 的 位 势 理论 
方面 的 补充 材料 , 其 中 有 些 概念 是 我 们 书 的 正文 中 所 没有 出 现 过 的 . 

现在 的 这 本 习题 集 是 与 我 们 的 《概率 》 第 一 、 二 卷 紧 密 联 系 的 . 例如 , 在 本 书 第 
二 章 第 3 节 第 11 题 的 文字 中 写 道 :“ 试 验证 表 2 和 表 3 中 所 列 人 的 分布; 都 是 真 
正 的 概率 分 布 ”. 应 当 明 白 , 这 里 所 说 的 表 2 和 表 3 是 指 《 概 率 》 第 一 卷 第 二 章 第 3 
节 中 的 表 2 和 表 3 (p162-163). 又 如 , 第 四 章 第 3 节 中 的 题目 5(c):“ 证 明 , ( 恰 姆 别 尔 
诺 仇 命题 中 的 ) 数 w = 0.123456789101112…, 其 中 依次 所 写 出 的 所 有 的 数 都 是 ' 正 
常 的 : ( 按 十 进 制 表示 , 参阅 例 2)”. 这 里 所 说 的 例 2 是 在 《概率 》 第 二 卷 第 四 章 第 3 
节 中 (p19). 

读者 们 将 会 发 现 , 收集 在 本 书 中 的 习题 有 着 多 种 不 同 的 性 质 . 

(A) 一 些 题 目 和 练习 是 用 来 检查 对 《概率 》 第 一 、 二 卷 中 所 介绍 过 的 概念 、 事 实 
和 结论 的 掌握 情况 的 (例如 : 第 一 章 第 1, 2 节 关 于 有 利 场合 下 的 样本 点 个 数 的 组 合计 
数 , 以 及 为 此 目的 而 展开 的 各 种 概念 , 诸如 非 完 全 阶乘 (N)，, 组 合 数 C% 和 CR, s 
卡 塔 兰 数 C 一 阶 和 二 阶 斯 特 林 数 s% 和 ST, 贝尔 数 B, 斐 波 拉 契 数 F,, 等 等 ). 

(B) 另外 一 些 (中 等 难度 和 高 等 难度 的 ) 习题 则 要 求 具有 较 大 的 创造 性 (例如 : 
证 明 将 关于 强 收敛 的 勒 贝 格 定理 和 关于 条 件数 学 期 望 中 的 极限 性 状 的 莱 维 定理 联系 
起 来 的 结果 , 见 第 七 章 第 4 节 第 3 题 ). 

(C) 为 了 陈述 许多 题目 , 需要 补充 《概率 》 第 一 、 二 卷 正 文中 所 没有 出 现 的 一 些 
资料 , 介绍 读者 认识 一 些 已 经 熟知 的 或 者 关于 其 存在 性 已 经 有 所 证 实 的 事实 (例如 ， 
第 二 章 第 2 节 第 27 题 介 绍 了 苏 斯 林 的 如 下 结论 : 平面 博 雷 尔 集 在 一 个 坐标 轴 上 的 
投影 可 以 不 是 直线 上 的 博 雷 尔 集 ; 还 介绍 了 对 集合 进行 怎样 的 运算 , 可 以 得 到 由 某 
个 集合 类 所 生成 的 最 小 代数 和 o- 代 数 中 的 所 有 集合 , 参阅 第 二 章 第 2 节 第 25, 26 和 
32 题 ). 

(我 们 完全 清楚 , 这 种 类 型 的 题目 事实 上 就 是 具有 难度 的 定理 . 然而 , 把 它们 写 
成 习题 的 形式 可 以 引导 读者 去 思索 , 例如 , 在 非 初等 的 概率 论 中 , 考虑 如 何 可 以 实际 
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地 构造 出 在 概率 模型 的 描述 中 起 着 关键 作用 的 完整 的 c- 代 数 来 .) 

(D) 许多 题目 与 随机 游 动 朝向 布朗 运动 和 布朗 桥 收敛 的 极限 过 程 有 关 (例如 第 
三 章 第 4 节 的 习题 ). 这 些 关 于 “不 变 原 理 ” 的 习题 是 认识 连续 时 间 随 机 过 程 , 特别 
地 , 是 认识 泛 函 极限 定理 中 的 问题 的 前 奏 . 

再 谈 一 些 其 他 方面 的 问题 . 

多 年 以 来 , 英 斯 科大 学 的 教师 们 曾 出 版 过 若干 本 概率 论 习 题 集 , 它们 不 仅 常 年 
被 使 用 在 英 斯 科大 学 的 教学 过 程 中 , 而 且 还 被 许多 其 他 高 等 院 校 采用 . 它们 是 : 

1963 年 , Mena JI. JL. 概率 论 习题 集 ， 莫斯科 大 学 出 版 社 ; 

1980 年 , CegacrpaoB B. A., Hucrakos B. II., 3y6kos A. M. 概率 论 习 题 集 ， 
莫斯科 : 科学 出 版 社 ; 

1986 4E, IIpoxopos A. B., Y maxos B. I., Ymaxos H. I. 概率 论 习题 集 (基本 
概念 . 极限 定理 . 随机 过 程 ), 莫斯科 : 科学 出 版 社 ; 

1989 年 ， JyOkoB A. M., CeBacTEHHOB b. A., Mucrakos B. II. 概率 论 习 题 
集 , 第 二 版 , 真 斯 科 : 科学 出 版 社 ; 

1990 年 , Kosnos M. B. 初等 概率 论 中 的 例题 与 习题 , 莫斯科 大 学 出 版 社 . 

自从 上 述 习题 集中 的 最 后 一 本 出 版 以 来 , 已 经 十 五 年 过 去 了 . 在 这 段 时 间 中 , 概 
率 论 教科 书 的 结构 已 经 发 生 了 很 大 的 变化 ， 出 现 了 许多 新 的 方向 、 新 的 分 文 和 新 的 
题目 . 非常 希望 我 们 这 本 于 2006 年 出 版 的 习题 集 , 能 够 与 上 列 诸 本 习题 集 一 道 , 不 
仪 能 够 充分 反映 出 概率 论 的 现状 , 而 且 能 够 充分 反映 出 它 的 传统 和 经 典 的 部 分 . 

在 结束 序言 之 时 , 我 们 指出 , 本 书 共 约 收录 了 一 般 难 度 的 习题 1500 道 (包括 子 
题 在 内 )， 

正如 在 出 版 《概率 》 第 一 、 二 卷 时 那样 , 在 本 书 的 出 版 准备 工作 中 , 托 洛 佐 娃 
(T. B. Tono30Ba) 一 如 既往 地 做 了 大 量 的 校对 、 录 人 文字 和 学 术 编 辑 工作 , 谦 在 此 
向 她 致 以 诚 坝 的 谢意 . 


A. 施 利 亚 耶 夫 
莫斯科 大 学 概率 论 教研 室 
俄罗斯 科学 院 数 学 研究 所 

莫斯科 , 2004 年 
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81. 有 限 种 结局 试验 的 概率 模型 


1. 考察 对 于 集合 O0 的 子 集 进行 的 博 雷 尔 交 (n) 并 (U) 运算 , 验证 它们 具有 下 述 性 
质 : 
AUB-BUA, AnB- BnA (交换 律 )， 
AU(BUC)-(AUB)UC, An(BnOC)-«(AnB)nC (结合 律 )， 
An(BUC)-(AnB)u(AnC), AUu(BnC)- (AU B)n (AU C) (分 配 律 )， 
AUA-—A, AnA- A (RAE). 
并 且 证 明 , 对 于 交 并 运算 的 取 余 运算 , 还 有 如 下 的 德 摩根 法 则 成 立 : 
AUB= ANB, AnB-AUB 
(其 中 4 表示 集合 4 的 补 集 , BB OA). 
2. (不 完全 阶乘 CN) 的 性 质 与 各 种 解释 , 其 中 (NN), = N(N -1) (N n1) 
HN 个 元 素 中 取出 n 个 来 的 排列 数 , 具体 介绍 参阅 附录 第 1 节 .) 证 明 ， 
(a) 由 共有 |4| = N 个 元 素 的 集合 4 中 取出 的 大 小 为 n 的 有 序 样本 (… )( 无 
重复 元 素 , BD "X lie") 的 数目 等 于 (NW)。 1 «m « N. 
(b) 从 由 N 个 不 同 字母 构成 的 字母 表 中 取出 不 同 字母 所 形成 的 长 度 为 n 的 
单词 的 数目 为 (N),, 1 & n « N. 
(c) 定义 在 集合 X (|X| = n) E, 取 值 于 集合 了 (|Y| = N,N > n), 并 且 满 
是 性 质 “ 如 果 zi z z2, 则 f(z1) z flzz)” 的 不 同 函 数 y = f(z)(Bl 了:X 一 了 
单 射 ) 的 数目 等 于 (ND. 
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3. (二 项 系数 C% = Lou 的 性 质 与 各 种 解释 , 具体 介绍 参阅 附录 第 1 节 .) 证 明 ， 

(a) 由 共有 |4| = 个 元 素 的 集合 4 中 取出 的 大 小 为 n 的 无 序 样本 […]( 无 
重复 元 素 , 即 “ 无 放 回 抽样 >) 的 数目 等 于 C%, 1&mn« N. 

(b) 由 nn 个 1 和 WN 一 n 个 0 所 组 成 的 有 序数 组 (…) 的 数 且 等 于 CS, 1« 
nN. 

(c) n. 个 不 可 区 分 的 小 球 放 入 NN 个 不 同 的 盒子 , 每 个 盒子 至 多 放 1 个 小 球 
(“有 限制 的 放 球 ”) 的 放 法 数目 等 于 Cy, 1 <n<N. 

(d) 2 维 非 负 格 点 集合 Z2 —1((,3): 5420,12, ) 上 的 以 原点 (0,0) 为 
起 点 , 以 (n, N — n) 为 终点 的 非 降 路 径 ( 所 谓 非 降 路 径 ,就 是 每 一 步 都 只 能 向 上 
或 者 向 右 移动 一 个 单位 的 路 径 ) 的 条 数 等 于 C%, 0 < n« N, C9, — 1. 

(e) 元素 个 数 |4| = 的 集合 4 的 由 ”个 元 素 构成 的 不 同 的 子 集 D (|D| = 
nx N) 的 数 且 等 于 Cy. 

提示 : 如 果 首 先 直 接 证 明 其 中 的 一 个 命题 , 例如 先 证 命题 (a) 成 立 , 那么 

其 余 命题 就 可 以 利用 已 经 证 得 的 结果 来 证 明 , 例如 可 采用 证 明 途 径 : (a)e(b), 
(a)&(c),--, 参阅 第 1 Th] 6. 
. 如 同上 题 中 的 (d), 我 们 考察 2 维 非 负 格 点 集合 Z2 = (653): 5320,52, 
上 的 以 原点 (0,0) 为 起 点 , 以 (n,n) 为 终点 的 位 于 “对 角 线 ”下 方 , 且 至 多 与 之 
相 切 的 路 径 ( 即 仪 经 过 集合 {(i,7) € Z3 : 1 < jig n) 中 的 点 的 路 径 ). 

证 明 , 这 样 的 路 径 的 条 数 等 于 其 中 


n—1 


称 为 卡 塔 兰 (Catalan) A, 见 [45]. 0 Cn — Cu41, n Z2 1, 
例如 , 参阅 [61].) 
试验 证 Cl … ,Ce 的 值 分 别 为 1,1,2,5,14, 42,132, 429, 1430. 

. 对 卡 塔 兰 数 Cu n > 1, 有 许多 有 趣 的 组 合 解释 . 例如 , 对 于 n 个 数 a,b, c,d,… 
的 求 和 , 如 果 每 次 只 将 两 个 数 相 加 (但 不 允许 改变 加 数 的 顺序 ), 我 们 来 考察 不 同 
的 求 和 方式 的 数目 N .比如 说 , 34 m = 3 时 , 如 果 按 照 每 次 只 将 两 个 数 相 加 的 规 
则 , 和 a+8+e 可 以 有 如 下 各 种 不 同 的 “加 括号 " 方式 : ao+b+c= (a+(b++c)) = 
((a 4- b) ^- c), 此 处 不 同 的 求 和 方式 数目 Ns = 2. 对 于 n= 4 我 们 有 5 种 不 同 
的 “加 括号 ”方式 (Na = 5): 


a+b+ct+ad= ((a 2-8) - (e - a) - (((a 4- 5) 4- c) "- d) 
= ((a - 6 9) € 4) = (e+ (+a+gd) (e+ (6 - (c - 4))). 


(a) 证 明 , 对 任何 n z 3, 不 同 的 求 和 方式 数目 INS, 都 等 于 Cn. 
(b) 我 们 来 观察 正 n 边 形 (n > 4) 的 用 其 对 角 线 所 作 的 三 角形 剖 分 , 即 用 不 
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在 形 内 相交 的 对 角 线 将 其 分 为 一 系列 三 角形 (显然 , 自 每 个 顶点 所 引出 的 对 角 
线条 数 等 于 n — 3). 证 明 , 这 样 的 训 分 数目 Nn 等 于 Cui. 
(c) 证 明 , 卡 塔 兰 数 Cn, n > 1, 满足 递 推 关系 式 


-Ta EC (*) 


其 中 C3 =0, Ct -1. 
(d) 证 明 , 由 递 推 式 (*) 所 定义 的 序列 (C*),>1 BIREPRAC F* (x) — 》 Ca^ 
nzl 
满足 方程 
2 
F*(z) - 2 (F'(z)) . 
(e) 证 明 (注意 F*(0) = 0), 
F*(z) = ; -( 427), lz| < T 
并 由 此 算出 (e^. 的 ) 系数 Cz, 正如 我 们 所 期 望 的 , 它 重合 于 卡 塔 兰 数 Cr: 
(三 -5CtAC 4j = - -Cac 1) = Cs. 


(CT,, 的 定义 可 参阅 本 章 第 2 节 第 22 题 .) 


. (二 项 系数 C% ,1 的 性 质 与 各 种 解释 .) 证 明 ， 


(a) 由 共有 14| = N 个 元 素 的 集合 4 中 取出 的 大 小 为 n 的 无 序 样本 |.……]( 有 
重复 元 素 , 即 “ 有 放 回 抽样 ") 的 数目 等 于 CN, s 

(b) 由 满足 关系 式 mi 十 … 十 nw = n 的 非 负 整 数 n i = 1,… N, 构成 的 
有 序数 组 的 数目 等 于 C% ,1,n>1l,N>1. 

(c) n 个 不 可 区 分 的 小 球 放 和 人 N 个 不 同 的 盒子 (每 个 盒子 放 入 的 球 数 不 限 ， 
即 “ 无 限制 的 放 球 ”) 的 放 法 数目 等 于 C% ,1,n>1,N>1. 

提示 : 参阅 第 3 题 的 提示 . 


. (参阅 上 题 (b).) 我 们 来 观察 方程 mi 十 … 十 nw = n(n2 1, N 2 1) 的 非 负 整 


数 解 ni > 0, i = 1,… ,NN 的 无 序数 组 In1,… ,nw]. 这 样 的 数组 的 个 数 有 和 多少? 
如 果 只 限于 正 整数 解 (n; > 0, i = 1,… , 和 N), 那么 相应 的 数组 的 个 数 有 和 多少? 方 
程 ni 十 … 十 ny = n(n21,N z 1) 的 正 整 数 解 的 有 序数 组 (n1,… ,mw) 的 个 
数 有 和 多少? 


(参阅 第 6 题 (b) 和 第 7 题 .) 我 们 来 考察 关于 非 负 整数 或 正 整数 n i = 1,… N 


的 不 等 式 n4 十 … 十 nn € n. 试 求 满足 不 等 式 ml 十 … 十 mN «n(nz 1, N z 1) 
的 有 序 解 组 (nl ,nN) 和 和 无 序 解 组 Ini,- B ,MN | 的 个 数 . 
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9. 证 明 ， 
(a) n 条 直线 可 以 把 平面 R? 所 分 成 的 部 分 的 最 大 数目 为 
1a aet 1) 


(b) n (人 >3) 企 平面 可 以 把 空间 Rs 所 分 成 的 部 分 的 最 大 数目 为 
(n + 5n 十 6). 
10. 设 A 5 B 是 9 的 两 个 子 集 证 明 , 由 它们 ，( 按 照 第 3 节 的 术语 ) 由 子 集 类 
so — (A, B), 所 张 成 的 代数 a(4, B) 共 由 N(2) = 16 个 元 素 组 成 : 
14 B, A, B, An B, An B, 4\B BV A, 
AU B, AUB, AUB, AUB, AAB, AAB, Q, e), 
其 中 AAB = (4\ B)U(B\ A) 为 集合 A 与 B 的 对 称 差 (参阅 第 二 章 第 1 节 中 
的 表格 ). 
试 给 出 9 的 分 割 9( 参 阅 第 3 节 ), 使 得 由 它 所 张 成 的 代数 o(2) 与 a(A, B) 
相同 . 
证 明 , 由 子 集 类 om = {41,… IAS 其 中 4 C 9, i= 1 un 所 张 成 的 
代数 wc(4… , An) 由 N(n) = 27 个 元 素 组 成 , 因而 N(2) = 16, N(3) = 256, 
等 等 
11. 证 明 布 尔 (Boole) 不 等 式 : 


TL 


证 明 , 对 任何 ”> 1, 都 成 立 不 等 式 


(b) P (A ^) 2 2 ,P(A) - (n — 1), 
且 成 立 如 下 的 证 尼 阿 斯 (Kynuac) 不 等 式 
(c) P (Ü ^| sn 
4 一 i 二 1 izk 


TIVeP 7F 3€ — € /p iiri (Chung-Erdós) 不 等 式 @ 


" 2 
" ( P(4)) 

四 p(U4j> 一 一 

3; P(Ain Aj) 


中 原文 中 的 不 等 号 错 为 “<? 一 一 译 者 注 . 
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提示 : 对 于 上 述 不 等 式 (b) TE n = 3 时 的 情形 , 即 P(A. mn 420 A3) > 
P(A1) *- P(A;) 十 P(Ahs) -2, 可 以 直接 通过 观察 来 验证 , 而 对 于 其 余 情 形 , 则 需 
采用 归纳 法 . 
12. 证 明 如 下 的 关于 事件 4A1,… LAS (n > 1) 的 并 与 交 的 概率 容 斥 公式 @ BON L7 
X (Poincaré) 公式 , 处 加 莱 定 理 , Hu 3E 8 3E XC): 


(a) P(AiU--UA,)- 》 P(A))- M P(AunA4)9- 


1&t;&n 1&íi«i&n 
*£(-17 >》  P(Ain--nA,) t+ (7-127 P(Ai n-- n A4) 
1&ii« «i4 tn 
和 
(b) P(An:-n4A)e M. P(A)- Y. P(AsU A)t.…+ 
1&ü&n 1&€ii«ia€n 


十 (一 1)m+1 » P(A, UU A ) o - (7-1) * P(AU---U A). 


1€«á «in £n 


TE 1. 公式 (a) 和 (b) 可 以 缩写 为 下 述 形 式 : 


P (U A. 一 和 (mrl6n， P (A ^ 一 3^ 3798, 


í—-1 mi i—1 m=1 
其 中 
Sm= 9 PANiiNAn), Sm= 9 | P(AQU--UA,). 
i€ic«-«ci4.€n iXic-cis€n 


ik 2. 虽然 介绍 容 斥 公式 是 《概率 》 (第 一 卷 ) 第 一 章 中 的 内 容 , 在 那里 仅 
仅 涉 及 了 有 限 的 概率 空间 (Q, of, Py, 我 们 需要 强调 的 是 , 这 个 公式 对 于 一 般 的 
概率 空间 (0, 多, P) 也 是 适用 的 (参阅 第 二 章 ). 

it 3. 我 们 用 |4| 表示 有 限 集合 0 的 子 集 4 中 的 元 素 个 数 . 那么 在 P(4) = 
141/i9|( 古 典 概 型 ) 的 场合 下 , 可 以 由 公式 (a) 和 (b) 推出 关于 有 限 集 合 4 ,…… ， 
hn 的 容 斥 公式 : 


(a) IU Aj -3 (De A]; 
ieT | 2g4sSscT ies 
t) N= X; coU 4| 
ieT 2g4SCT ies 
其 中 了 = {1,… ,n}. 


Q@ 也 称 为 进出 公式 一 一 译 者 注 . 
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提示 : 公式 (a) 可 以 运用 归纳 法 来 证 明 , 首先 应 当 证 明 n = 2 时 的 公式 
P(AiU 42) = [P(A1)+P(A2) - P(AsO Ag). 

成 立 ( 亦 可 参阅 第 4 节 第 9 题 ). 

为 了 证 明 公 式 (b), 需要 注意 

(ne) e (2) -:-* (02). 
í—1 i=] 

然后 对 A1,… , A 运用 公式 (a). 
用 Ba 表示 事件 41,… , 4。 中 恰 有 m 个 同时 发 生 的 事件 , 0 € m < n. 
证 明 ， 


P(B&) - 》 (-)* "Cf S. 


k—m 


或 者 , 展开 为 
P(Bmn) = Sm 一 Cm+iSmt+1 t+ (I) "On ™ Sn- 


BÉ Bos 表示 事件 41,… , hn 中 至 少 有 m 个 同时 发 生 的 事件 , 试 由 上 面 
的 公式 推出 


P(B>m)(= P(Bm) - +P(Bn)) = V. (-1)* "0p 5, 


大 一 mm 


或 者 , 等 价 地 写 为 
P(B>m) = Sm 一 CmSm+1 十 二 (一 ”Cn Sn- 


提示 : 关于 P(BS) 的 公式 ( 称 为 华 林 (Waring) 公式 ) 可 以 运用 第 12 题 中 
的 容 斥 公式 给 出 一 个 组 合 证 明 (在 费 勒 (Feller) 的 书 中 有 一 个 这 样 的 证 明 (参考 
文献 119], 第 1 卷 第 4 章 第 3 节 )). 建议 那些 已 经 掌握 了 随机 变量 和 数学 期 望 
概念 的 读者 , 采用 下 述 证 明 方 法 : 

令 Xi = Ia,, 即 事件 A; 的 示 性 函数 , i = 1,:… ,n. 假设 对 于 给 定 的 试验 结 
果 w, 标号 为 duos ,im 的 事件 发 生 , 而 标号 为 ji,… , 思 _m 的 事件 没有 发 生 . 

我 们 来 观察 和 数 


>, Xi 一 1 


其 中 的 求 和 对 一 切 可 能 的 选取 (1 -- 4,4) 和 (i, unm) 进行 . 如 果 试 验 结 
TR w 恰好 属于 m 个 事件 4;,,:… , 4;,,, 那么 该 和 等 于 m; 在 其 余 情形 下 , 该 和 
为 0. 而 概率 P(B) 就 是 所 求 的 和 的 数学 期 望 . 接 下 来 的 步骤 可 以 参阅 第 4 节 
第 9 题 的 提示 (也 可 参阅 第 二 章 第 6 节 第 31 题 ). 
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14. 试 由 第 13 题 中 关于 P(B4) 和 P(B>m) 的 公式 推出 下 述 对 一 切 偶 数 > 成立 的 
3$ $t /R 9 J£, (Bonferroni) 公式 : 


r4-1 


Sm + Y (-U*CE Sm < P(Bm) < Sm + ye 1) C7, ok Sek, 
k-—i k—1 
r4-1 


Sm+ 9 (71) C ak ciSmek & P(B>m) € Sm + SC- 1 C$, Lk_1Smtk- 
k-1 k—1 


提示 : 本 题 的 证 法 之 一 是 首先 验证 下 述 (有 益 的 ) 表达 式 的 正确 性 : 


= 》 OrP(Bm), Sm = >》 Om1'P(B>m). 


r—TT T—m 


15. 利用 第 12 题 中 关于 S,, 和 S,, 的 定义 , 证 明 
(a) 邦 费 尔 罗 尼 不 等 式 (上 题 中 不 等 式 的 特殊 情形 ): 


ss sa <P (Ua) X 91 — S2 十 … 十 592k-1， 


i—i1 


其 中 之 1, 使 得 2k € n. 
(b) 古 特别 里 不 等 式 : 


e(04)« em c——» Ml sn 


(m = 1 时 就 是 第 11 题 布尔 不 等 式 中 的 第 一 个 不 等 式 ). 
(c) 9b 3 (Fréchet) 不 等 式 : 


eU) «m Sm Zi m —0,1,---,n— 1. 


16. (无 序 问题 ) UE (i1,… 
概率 都 是 1/n!). 证 明 
(a) 在 1,… ,mn 的 排列 中 恰 有 m 个 数位 于 自己 的 位 置 (部 分 无 序 ) 上 的 概 

X Po 等 于 


1 1 1 1 mer M e! 
u-nt-s-ostot0» TE) ("mn 


(b) 在 1,---,n 的 排列 中 至 少 有 1 个 数位 于 自己 的 位 置 上 的 概率 P5 等 





,in) 为 正 整数 1,… ,n 的 随机 排列 (各 种 排列 方式 的 发 生 


于 
1 1 1 


有 Sorted epe (-1—e7, n 一 oo), 
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由 此 可 知 , 完全 无 序 ( 即 任 何 一 个 数 都 不 在 自己 的 位 置 上 ) 的 概率 等 于 


-Poy= DH (ee, noo), 
二 0 

提示 : 设 4; 表示 集合 oo ,n} 中 的 数 i 在 排列 中 确实 位 于 自己 的 位 置 上 
的 事件 . 那么 非常 有 趣 的 是 : 此 处 的 概率 Pi) 就 等 于 第 13 题 中 的 概率 P(B)， 
亦 即 

Pis) = Sm — CmaiSmai b (71) "Cn ™S,. 

事实 上 , 只 要 证 明了 S, = 1/k!, m k & n, 就 可 得 到 该 公式 . 

为 了 证 明 关 于 Pa) 的 公式 , 仍然 需要 利用 第 13 题 , 即 


Pt21) =P(B>1) 三 51 一 892 十 593 一 …… 十 (一 "3S， 
其 中 Sk = e. 


(重合 问题 ) 设 有 n 封 信和 m 个 信封. 信 被 随机 地 装 人 各 个 信封 , 亦 即 对 各 种 不 
同 的 装 入 方式 按照 “古典 概 型 ” 赋 概 (参阅 第 5 节 ). 以 Po 表示 恰 有 m 封 信 
被 装 入 自己 的 信封 的 概率 . 

证 明 





Pim) = 2, 
—Ü0 


提示 : 1) 目 然 首 先 应 当 考 虑 如 何 理解 “信和 被 随机 地 装 人 信封 ”的 提 法 . 如 果 
将 其 理解 为 : 1 号 信 可 以 随意 放 人 n 个 信封 中 的 任何 一 个 , 2 号 信 可 以 随意 放 人 
剩 下 的 n — 1 个 信封 中 的 任何 一 个 , 如 此 一 直下 去 , 那么 这 样 的 过 程 就 可 以 看 成 
为 一 种 “无 放 回 抽样 ”, 与 信 的 号 码 (1,…… ,n) 相对 应 的 是 信封 号 码 的 有 序数 组 
(a1,:-- ,an), 因此 共有 (n) = nl 种 不 同 的 放 入 方式 . 再 根据 经 典 的 “等 可 能 性 ” 
原则 (参阅 第 5 节 ), 得 到 每 一 种 顺序 (a1,… ,an) 的 概率 都 是 1/nl. 

2) 用 A; 表示 第 号 信 被 放 人 “自己 的 ”第 ， 号 信封 的 事件 , 那么 就 有 
Pim) = P(Bm)( 参 阅 第 13 题 ), 并 且 


Pm) = 》 (-D)*-™OPS,. 


k—m 
于 是 只 要 证 得 S, = 1/kl, 1 < k « n, 即 可 得 到 所 要 证 明 的 关于 Pim) 的 公式 . (我 
们 指出 , Pio 表示 任何 一 封 信 都 没有 被 放 入 自己 信封 的 概率 , 其 值 为 Y^ (CD 3 
甚至 对 于 固定 的 n (n > 4), 该 值 都 非常 接近 于 e-1.)® 


ORA Pus = 高 (1-7 ege) — gait. 
j= 二 


加 原 书 为 1 一 e-1 一 一 译 者 注 . 
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18. 从 幼儿 园 离开 的 时 候 , n 个 孩子 中 的 每 一 人 都 以 “随机 方式 ” 取 了 一 只 左 肢 鞭子 


19. 


和 一 只 右 脚 靴子 . 证 明 ， 
(a) 若 以 Pa 表示 他 们 全 都 没有 穿着 自己 的 一 双 靳 子 离开 的 概率 , 则 有 





i n — k)! 
Fs "Liu" s " 


(b) 若 以 Py 表示 他 们 全 都 既 没 有 穿着 日 己 的 左 脚 鞭子 , 又 没有 穿着 自己 的 
右 脚 靴子 离开 的 概率 , 则 有 


2 
: 1 
P, - E 


提示 : 首先 应 当 明 确 “ 以 随机 方式 ”的 含义 . (可 以 按照 第 17 题 提示 中 的 方 
式 类 似 地 解决 ). 

(a) 若 以 A; 表示 第 i 个 孩子 取 了 自己 的 左 脚 靳 子 和 自己 的 右 脚 靳 子 的 事 
件 . 则 由 容 斥 公式 可 得 


PQ-P (a. —1-P UD 二 1 一 Si 十 Sz 一 …: 十 (一 1)"S,, 
1—1] i—1 
应 当 指 出 , 此 处 与 题目 中 关于 P. 的 表达 式 相同 , 有 S, = CS. 
(b) 为 了 证 明 关 于 Py 的 表达 式 , 应 当 明 确 
P = P( 每 个 孩子 都 没有 穿着 目 己 的 左 丢 鞭子 ): 
P( 每 个 孩子 都 没有 穿着 自己 的 右 脚 靳 子 )， 
再 利用 第 17 题 中 的 结果 . 
我 们 来 考察 将 n. 个 质点 按 麦 克 斯 韦 - 波 尔 查 诺 统 计 方 式 放 人 M 个 盒子 (“不 同 
的 质点 , 不 同 的 盒子 , 无 限制 地 放 人 ”) 的 问题 . 按照 拉 普 拉 斯 古典 赋 概 方法 , RI 
用 第 1 节 中 公式 (10)( 与 摆 放 质点 的 “随机 方式 ”相对 应 ), 证 明 , 在 指定 的 盒子 
中 恰 放 和 人 大 个 质点 的 概率 Pi(n; M) 满足 如 下 公式 : 


LE 
Pk(n; M) ET M^ . 
并 由 此 推出 : 24 n 一 0o, M 一 oo, 并 且 n/M 一 入 > 0 时 ,有 


AM 
kl 


( 试 与 泊 松 分 布 相 比较 , 参阅 第 6 节 和 第 二 章 第 3 节 中 的 表 2.) 


n 


Pk(n; M) e 


中 原 书 为 Pa = 5 (-D0*& d — Wi. 


k-—1 














. 10 . 
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(第 19 题 续 ) 以 Ra (n; M) 表示 恰 有 m 个 盒子 空 着 的 概率 . 证 明 


inei m 4 kN" 
; "T k 一 大 
RlriM) = 08 3, CC, @ Tu) ! 


并 由 此 证 明 , 如 果 n — oo, M — oo, 并 且 Me-"/M 一 入 > 0, 则 有 


_ Am 
ml! 


Rn(n; M) ^ e 


仍然 考察 将 n 个 质点 放 和 人 M 个 盒子 的 问题 , 不 过 这 次 按照 玻 色 -- 爱 因 斯 坦 统计 
方式 进行 (“ 无 区 别 的 质点 , 不 同 的 盒子 , 无 限制 地 放 入 ”). 以 Qi(n; M) 表示 在 
指定 的 盒子 中 恰 放 人 大 个 质点 的 概率 . 

证 明 ， 


Cock 
Qx(n; M) = E; 


M 4-n —1 
又 当 — oo, M 一 oo, 并 且 n/M 一 入 > 0 时 ,有 


Qxr(n; M) 一 p(1 一 p*， 其 中 p= D 


( 试 与 几何 分 布 相 比较 , 参阅 第 二 章 第 3 节 中 的 表 2.) 
维 中 装 有 分 别 写 有 编号 1,… M 的 M 个 小 球 , 从 中 有 放 回 地 随机 取出 ”个 小 
ER. 以 Ax 表示 所 取出 的 小 球 的 最 大 号 码 是 的 事件 . 证 明 
k^ — (k - 1)" 
Mn 


并 且 证 明 , 如 果 采 用 无 放 回 的 取 球 方式 , 则 有 


P(A&) = 


n--1i 


C 
P(A&) = m 
M 





n € k «& M. 
证 明 关 于 两 个 函数 /与 9 乘积 求 导 的 菜 布 尼 英 公式 : 


N 
D" (fg) - >》 , Ck(D" f)(D" 779). 
n -ü 
提示 : 利用 归纳 法 和 帕斯卡 三 角形 的 性 质 , 即 CR; = CUW + Cy (参阅 第 2 节 
第 2H). 





82. 


§2.， 某 些 经 典 模型 和 分 布 vds 


某 些 经 典 模型 和 分 布 


. 证 明 ， 


(z--y)'— Y Cizr"y" (二 项 恒等式 )， 


k-0 


(z--y) — 2_, Cn(z)k(y)n-k ( 范 德 蒙 德 恒等式 )，， 


k=0 


[+g — 》 Ct[zjklyn-k (摩尔 伦 德 恒等式 )， 


k=0 


其 中 


(rz)n = z(z — 1)(z —2) --(z —n- 1), 
[zla = z(z + 1)(x--2)---(z-n-—1) 


提示 : 利用 关于 多 项 式 的 泰勒 公式 . 


. 试 运 用 各 种 观察 方法 , 例如 概率 观察 、 组 合 观 察 (计算 有 利 场合 下 的 方法 数目 )、 


几何 观察 (计算 由 一 个 地 点 到 另 一 个 地 点 的 路 径 条 数 ) 以 及 其 他 手段 (例如 , 代 - 
数 方法 , 包括 计算 与 比较 形 如 (1+ 2)*(14- 2)? = (1 z)*** 的 恒等式 两 端的 on 
的 系数 , 等 等 ), 证 明 组 合 系数 的 下 述 性 质 : 


1=0 «Ccle...«c""?zgWm?75...0m'!:c»-1i, 
即 对 称 性 与 单 峰 性 (lz| = [z] 表示 不 超过 实数 z 的 最 大 整数 , 称 为 m 的 地 板 函 


数 或 高 斯 函数 , [n] 表示 不 小 于 实数 z 的 最 小 整数 , 称 为 = 的 天 花 板 函数 ); 
Ck-! 十 CK = OC% ,1, 即 帕 斯 卡 三 角形 性 质 : 
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Ck -Ch 34 ?Cr + Cn-2， 


N 
Y ch -2N, S (Ch -CN, Yao. -3N, M'kCON — N.2N7, 
k=1 


k=0 k=0 


N 
Y -DN *ch-Ch.s M>N+l, 
k= 二 0 


N 
Y kk— lON=N(N-12"™, N22, 
k—0 


N 
kCk -NCkÀ, WV CR -CMU, CkCL-CNCN-5 l&k&N, 


m-k 
k 
»- = Ye, k&«N-1 2,CNti= CN+k+l 
j-o 


N 
Ck + CN k-1 = NE A-e Og ksgN, 


Ni 
DN 2, Ch, Cw," (ER — UE), 


N+1 
On «x CN. 1l < < 


2 


T 
N4.M J M4 Ny MIN! 
CMAN < (+ x) P x) 或 者 , 等 价 地 i < MMNR 





CN CN S (CN) ， n < N — 1, 


N* 


k N —kok 
MN. «Ch «Ir, $^ ck (2S1) Kom 1. 


k=0 


N 
Cy — V (-1)**CR&CE2*", 1«&n«N, 
k—n 


N 
》 OKCR 22' "Cw, 1«n«N, 


k=0 


N (1)"CR%。， 如 果 N = 2m， 
EY: k) 
2 CK) -| 0， 其 他 情形 
| (-1)"^(3m)(m!)-?, 如果 N = 2m 


N 
kk 3 
2 (1)° (CN) 0 其 他 情形 


k=0 


EN ES 


k=] 


3i 0， 如 果 1 < N 
N-—kjilpyxk —. ? , 
2,70 im im 如 果 1 = N, 





N 
N^ A4N-k nk | a2N 
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( 亦 可 参阅 第 22 题 .) 

3. 设 p 为 素数 , 1 < < p 一 2, p > 3. 证 明 , p 可 整除 CF, E. C$, = 2 (mod p). 

4. 证 明 , 将 正 整数 N 自身 拆 为 两 个 部 分 (即将 正 整数 NN 自身 表示 为 两 个 非 负 束 
数 的 和 ) 的 方法 有 [N/2] + 1 种 , 其 中 [四 是 实数 z 的 整数 部 分 . 

5. 正如 本 书 最 后 的 附录 所 言 ， 二 阶 斯 特 林 数 SR 表示 将 一 个 N 元 集合 , 例如 
{1,… Ny, 拆 分 为 n 个 非 空子 集 的 方法 数目 ( 见 附录 , 第 312 页 ). 


(a) Su =SN=1, S-2'!-i1 SN =O%8. 
(b) SN = SN +nsn, 1gngN. 


N 
(c) SN+1 = ,CONSE ( 当 p > k 时 , S? — 0). 
k= 


(d) SN ix (-1)*6$(n - k)"*. 


End 
() Sk — YC" tok . 


(f) SW Sy nm- nO 


提示 : 证 明 性 质 (b) 是 证 明 接 下 来 的 性 原 (c) 和 (d) 的 关键 , 而 为 了 证 明 性 
质 (b), 需要 利用 关系 式 rw = Y, SR(z)n( 参 阅 附录 , 第 323 页 ) 和 (z)+1 = 
(rz — n)(z)s. 
6. 在 附录 的 第 3 节 中 , (利用 关系 式 =N = x Sn,(z)。) 证 明了 : 二 阶 斯 特 林 数 序列 
= (5S%)n>o 的 指数 型 母 函 数 


7N 
Bsn(z) = 9 Sig 
N20 : 


由 如 下 关系 式 给 出 : 


(e - 1" 


Es»(z) = 可 


试 运用 上 题 中 的 性 质 (e) 重新 导出 这 一 关系 式 . 
7. 根据 二 阶 斯 特 林 数 的 定义 方式 之 一 (参阅 附录 第 3 节 , 第 324 页 ), (71) 7" 
是 正 整数 {1,… , N} 的 恰 有 ”个 循环 团 的 排列 的 数目 (s& = 0). 
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证 明 ， 
(à) sN=1, shy=(N-1)!(-1)M-. 


(b sy,;— sw i—Nsy, 1&n«N. 
N N 

() DD = Y lel = NI 

n-1l n-—1l 

并 且 证 明 sw, 1 < n < N, 满足 代数 关系 式 ( 亦 可 参阅 附录 第 324 页 ) 
N 
(d) (z)w = 5 , sk", 
n-—Ü 


其 中 (zW-z(z-—1)-(r-N-1) 
提示 : 递 推 关 系 式 (b) 既 可 用 组 合 方法 证 明 , 也 可 直接 由 代数 关系 式 (d) 推 
出 


8. 证 明 , 一 阶 和 二 阶 斯 特 林 数 具 有 如 下 的 二 重 性 : 
»» Sn aM 一 ÓNM; 
nzÜ 
其 中 666 为 克 罗 内 克 符 号 (604 = 1, 如 果 a zo, WI 66。 = 0). 
9. 证 明 , 一 阶 斯 特 林 数 序列 s^ = (s%),>o 的 指数 型 母 函 数 


£N 
E, (z)- >》 SNNT 
N20 
由 如 下 关系 式 所 定义 : 
Esn (7) = -— WT 2 


10. 根据 定义 (参阅 附录 第 312 页 ), 贝尔 数 Bw 表示 集合 {1,2,… N) (IN 2 1) 的 
所 有 可 能 的 拆 分 方式 数目 , 亦 即 


N 
By = Sk, 
n-i 
其 中 S% 是 二 阶 斯 特 林 数 . 
令 Bo x 1, 证 明 ， 
(a) 递 推 关 系 式 
PN = »- Ch BN. 

k-1 


(b) 指数 型 母 函 数 Ep (zx) = 2 BNsr 由 如 下 关系 式 给 出 : 


Ep(z) = exp{e” — 1). 
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(c) Bu < N! B. lim Cap)" =0， 

验证 B1,… , Bs 分 别 等 于 1,2,5,15,52. 

提示 : 在 证 明 (b) 时 , 需要 利用 (a), 首先 证 明 Ep(z) 满足 微分 方程 
SA 一 e* Ep(x) 

且 初 值 为 Be(0) = 1. 为 证 (c) 中 的 极限 式 , 需要 考察 级 数 Y Bn 的 收敛 半 


f$ R= 1flim( Ex)! QROEBE L8, 该 级 数 在 实 直 线 上 对 任何 z 都 收 伍 ) 
( 斐 波 那 契 数 ) 设 n > 1, 用 五 , 记 将 正 整 数 n 表示 为 若干 个 1 和 2 的 有 
序 和 的 不 同方 式 数目 ， 易 知 BE-LE-2(859221-1-22,H8- 
3(3-1--14-1-214-2-24-1), F4 = 5(4=1+1 十 1 十 1 二 2 十 1 十 1 二 1 十 2 十 1 二 1 十 1 十 2=2 十 2). 
(a) 证 明 , 等 于 n > 2, 斐 波 那 契 数 F,, 满足 递 推 关 系 式 
F, 一 Fy 十 F, 2:95 (*) 


其 中 Fo 一 1,F ex T. 
(b) 由 递 推 关 系 式 (*) 推出 


1 14 VB nl 1- V5 n 二 1 
"去 |( 2 -( 2 | (**) 


其 中 了 出 但 —1,6180...,1-Y$ — 一 0.6180…. 
(c) 利用 递 推 关系 式 (*) 证 明 , 序列 (五 ,),>o 的 母 函数 F(z) = 到 F,z^ H 
下 式 给 出 








(d) 斐 波 那 契 数 (最 初 见 18 世纪 初 斐 波 那 契 的 “算盘 学 * 讲义 中 关于 克 罗 
内 克 分 解 问题 的 习题 ) 有 着 许多 有 趣 的 性 质 , 例如 


(x) 


Fi 十 下 十.… 十 一生 + 一 1 F2.» 十 下 2 = F,, 


n 


FQ FS FF = Font1, FF, + FF -1 = Fm4n; 


其 中 m,n 2 0, 而 Fi Q0. 
试验 证 上 列 等 式 . 
(e) 证 明 , 斐 波 那 契 数 满足 关系 式 
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(可 以 验证 (Fo, FA,- s ,Fir) e 
987, 1597, 2584).) 
(f) 证 明 ， 对 于 n<9, 有 
Fn 
[e(n- 2/2] 


而 (对 于 n= 10) Fo/[e?/7] < 1 并 且 有 


—], 


lim [e7-272] —!8 (ook) 


Jt: 为 证 (b) 中 的 (x) 式 , 首先 应 当 找 出 递 推 式 FS = Fi_1 十 五 -2 BÉ 
如 E, = o^ 的 解 . 还 可 通过 考察 函数 (***) 的 泰勒 展开 式 中 的 z^ 的 系数 来 证 
明 (««)zk. (应 当 指 出 : 1 — z —z? — (1— az)(1 — bz), 其 中 a= (12- V5)/2, 6 — 
(1 — V5)/2.) 

在 证 明 (£) 中 的 (ex) 式 时 , 应 当 注 意 EF, ~ c1:(1.618…)", 而 [e(*-2/2] ~ 
c2 - (1.648... -)^, 而 ci 和 co 皆 为 常数 ( 试 求 出 它们 ). 
证 明 , 对 于 多 项 系数 (多 项 式 系数 ) 

N! 


成 立 如 下 的 关系 式 ( 范 德 蒙 德 多 项 着 积 ) 
T.) sd DON, (ki, DAT , kr )CN, (n1 E ki, ta, The — k,.), 


其 中 求 和 对 所 有 满足 如 下 条 件 的 整数 ko 0 进行 : k; < ni » ki = M, » nc 
M ue Na. 1 一 t— 
证 明 


CN (nl ,nr) = nl 十 … 十 mr 一 从 Yi 过 0 


CN; Na (mi, iibi 


(T1+ x)" 2 M Cu(ni, c ne)mp oum, 
其 中 求 和 对 所 有 满足 条 件 Y ni = N 的 整数 n; > 0 进行 . 


证 明 , 非 负 格 点 集合 Z% = (nou): se je = 0,1,2,-..) 上 的 以 原点 
(0,… ,0) 为 起 点 , 以 (min) 为 终点 ee »! n, = N) 的 非 降 路 径 的 条 数 


等 于 Cu (m,--- ,nr).( 所 谓 非 降 路 径 ， 就 是 每 “ 步 都 只 有 一 个 坐标 值 增加 一 个 单 
位 的 路 径 .) 
设 4 与 B 均 为 由 有 限 个 元 素 构 成 的 集合 (分 别 有 |4| 和 [B] 个 元 素 ). 


对 于 函数 下 : 4 B, 我 们 理解 为 对 于 每 个 a € A, 都 有 某 个 be B 与 之 对 
应 的 法 则 . 

对 于 单 射 1: A 一 B, 我 们 理解 为 不 同 的 a € A, 对 应 为 不 同 的 be B 的 法 
则 ( 些 时 有 4 < 1B|). 


(1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 
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对 于 满 射 S: 4 一 B, 我 们 理解 为 对 于 每 个 be B, 都 能 找到 某 个 ee A, 使 
18 b — S(a) 的 对 应 法 则 (此 时 有 |4| > 1B1). 

对 于 双 射 也 : A B, 我 们 理解 为 既是 单 射 , 又 是 满 射 的 对 应 法 则 (此 时 有 
14| = |B]). 


如 果 |4| = N,IB| = M, 证 明 , 不 同 的 函数 、 单 射 、 满 射 和 双 射 的 对 应 法 则 
的 数目 分 别 为 
N(F)- M", ND=(M)n, N(S)-M!SM, NB) = 和 N 


16. i Py = X (N)s 为 从 N 个 不 同 元 素 中 取出 若干 个 元 素 进 行 排列 的 方式 数目 
的 总 和 ((N)o - 1, (N) = N(N - (N —2).…(N -n- 1), N 2 1. 证 明 , Py 
满足 如 下 的 递 推 关 系 式 (PS = 1): 

Py=NPN_i+l1, N2L 
证 明 


SNE NS n! 


n-Üü 
并 且 证 明 Py 是 与 eN! 最 接近 的 整数 . 
17. 证 明 , 序列 P = (PN)nyo (其 中 Py (N > 


0) 的 定义 见 上 题 ) 的 指数 型 母 函 数 
Ep(x) = i Py&p 由 如 下 关系 式 给 出 : 
二 0 





Ep(z) 一 1 


€ T 
18. 证 明 (5) XX. 
提示 : 在 所 指 的 取 极 限 过 程 中 , 应 当 利 用 


1 "i2 
lim P(B,, n,) = lim SRM Ma, 


19. 证 明 ， 多 项 分 布 {P(4,,,… ,n,)} 的 最 大 概率 值 在 满足 不 等 式 np; 一 1 < k < 
(n 4 r — 1)pi (i = ls ,T) 的 点 (Ra , Kr ) 处 达到 . 


中 此 处 所 要 证 明 的 (5) 式 为 : 设 n 与 M 为 正 整 数 , ni,na, Mi, Mo 为 非 负 整 数 , 有 ni + ma = 


n, Mi 十 M2=M, 而 a 
CM CT 
P(Bn n5) zx E cm 
M 
证 明 , 如 果 M — oo, Mi — oo, 并 且 党 — p, 则 有 
P(Bn, à C. p"i(1— p)*? 


"i +n2a? 


一 一 译 者 注 . 
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(一 维 伊 金 格 (Ezenger) 模型 ) 设 有 n 个 质点 , 分 别 位 于 点 1,… ,n E. 

假设 每 个 质点 都 属于 两 种 类 型 之 一 , 其 中 第 一 种 类 型 的 质点 有 mi 个 , 第 二 
种 类 型 的 质点 有 n2 个 (ni 十 nz = n). 并 且 假 定 所 有 nt 种 排列 是 等 可 能 的 . 

试 构 作 一 个 概率 模型 ， 并 求 出 事件 An (mii, m12, m2, m22) = lv —Tnui, 
V12 二 miz,Vg — mai, Va? — m22} 的 概率 , 其 中 vi; 表示 位 于 第 ; 种 类 型 的 质点 
后 面 的 第 i 种 类 型 的 质点 的 数目 , d, = 1,2. 
Ut N 为 某 个 群体 的 大 小 , 要 求 不 通过 逐个 数 数 的 途径 , 而 是 利用 “ 尽 可 能 少 的 ” 
资料 估计 出 N 来 . 详 说 这 个 问题 十 分 有 趣 , 例如 , 估计 某 个 国家 , 或 是 某 个 城市 
的 人 口 数 量 , 等 等 . 

1786 年 , 拉 普 拉 斯 为 估计 法 国 的 人 口 数 量 , 提出 了 如 下 的 办 法 . 

从 群体 中 取出 部 分 个 体 , 例如 M 个 个 体 , 把 它们 做 上 记号 后 放 回 群体 . 假 
定 它们 已 经 与 其 他 个 体 “很 好 地 混合 ”在 一 起 . 此 后 再 从 混合 后 的 群体 中 取出 
n 个 个 体 , 以 X 表 示 其 中 (这 ”个 个 体 中 ) 有 记号 的 个 体 数目 . 

(a) 证 明 , X = m( 在 固定 的 N, M,n 之 下 ) 的 概率 PN s (X = m) 由 超 几 
何 分 布 公 式 给 出 : 


Cr 
PN,M;n{X E m) 全 EL M. 


(b) 假定 M, n, m 给 定 , 寻找 使 得 PN s (X = m) 达到 最 大 的 N, 亦 即 寻 
求 导致 有 记号 的 个 体 为 m 的 总 体 的 “ 极 大 似 然 ” 的 大 小 . 

证 明 , 这 样 找 出 的 极 大 似 然 值 NT ( 称 为 “ 极 大 似 然 估 计 ”) 由 下 述 关 系 式 所 
定义 : 


其 中 [] 表示 整数 部 分 (本 题 的 延伸 见 第 7 节 第 4 RE). 

在 (初等 ) 组 合 论 中 , 二 项 系数 OS, = UOS = ee iie (D)), 以 及 排列 数 
(M), 三 M(M 一 1)…(M 一 n 十 1) 通常 仅 仅 对 正 整 数 n, M € N = {1,2,…} 有 定 
义 .在 分 析 学 中 , 考察 M 可 以 取 任 意 实数 X 的 排列 数 (M)。 和 二 项 系数 Cn 往 
往 是 有 益 的 . 其 中 假定 n € {0, 土 1, 土 2,…}, 并 且 定 义 0!=1,(X)o = 1,0% — 1, 





(X) = X(X 1) (X-n41) C= s 如 果 m > 0, 


而 CX —0, 如 采 n < 0. 对 所 给 出 的 这 些 定义 (再 结合 第 2 题 中 的 一 些 关系 式 )， 
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证 明 它 们 的 下 述 性 质 (X, Y e R, n€Z = (0,351,422, ): 
CX 十 CX -Cxk,, (四 斯 卡 三 角形 ); 
CXiy=》 CkCy ^ ( 范 德 蒙 德 二 项 部 积 ); 
k=0 


Ck ,-' C1y*ckh; On = 》 (一 DRC 和 CT 
k-—0 k=0 


CX4Y nA ud OO pn C-X = (-1)* Cx iaa 
k=0 

WETHEPUS N 个 球 , 其 中 有 n FEIER, N 一 n 个 黑 球 (n > 2)， 从 中 进行 无 放 回 
的 取 球 . 我 们 来 考察 大 小 为 M 的 样本 . 以 AL; 表示 在 第 i,j 个 位 置 上 放 着 白 
球 的 事件 (1 < i < ; < M), 以 hijx 表示 在 第 i,j,k 个 位 置 上 放 着 白 球 的 事件 
(1 < i<7<k< M). 试 求 事件 A,; 与 i; 的 概率 . 
从 一 副 52 张 扑 元 (不 含 大 小 王牌 ) 中 抽取 13 张 牌 , 以 P, 表示 其 中 恰 有 n 张 黑 
桃 的 概率 . 试 写 出 P. 的 表达 式 . 
圆周 上 分 布 着 ”个 点 (n 2 3), 从 中 随机 选择 两 个 点 , 求 此 二 点 相 邻 的 概率 . 
(夫妻 邻 座 问题 ) n 对 夫妻 (n > 3) 围 着 一 张 圆桌 坐 下 , 男士 与 女士 均 相 间 而 坐 . 
试问 , 有 多 少 种 坐 法 使 得 任何 一 对 夫妻 都 不 相 邻 ? 

提示 : 将 2n 个 座位 ( 按 顺 时 针 方 向 ) 依次 编 为 1,2,… ,2n B. 为 确定 起 见 ， 
假设 在 第 1 号 位 置 上 坐 一 位 女士 . 以 Ax 表示 在 第 k 号 和 第 kel SUE EA 
着 某 一 对 夫妻 的 事件 (1 < k < 2n, 将 2n - 1 号 位 置 上 理解 为 1 号 位 置 , 如 此 等 
等 ) 那么 , 所 要 求 的 夫妻 都 不 相 邻 的 概率 就 是 PT A), 按照 容 斥 公式 (第 1 
节 第 12(b) 题 ) 有 


2n 2n 
P (9. —1-P (Ü A) =1— 'P(A) - V P(AinA)---.. 
k-—1 k—1 i 


i« j 


经 计算 可 得 , 对 于 1 < i € 2n, 
2 
P(Ai)=n (S) , 


对 于 1<i<j< 2n, 


(n — 2)! 





"n -»( H ): 如 果 [i — j| z 1, 


P(AiN A;) - | 
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其 中 P(4in 43,) = 0, 并 且 一 般 地 , SET. à € «dà, 


nl [((n-kty EE 
(n — k)! ^ — SE IK«j&k-VBliga- id 22, 


Ai) 





P(A4 MN. Bk 2n -- i — ig 2 2, 


0, 其 他 情况 . 
事实 上 , 所 求 的 概率 等 于 


2n L 
P (A a - 3 1 人 -一 一 一 一 n E -d*, 
k=1 k=—0 
其 中 d£ 是 可 以 选 出 上 对 互 不 相交 的 不 同位 置 的 选 法 数目 , 互 不 相交 的 意思 是 : 


如 果 (i1,i2) 和 (3,44) 是 其 中 的 两 对 被 选 出 的 位 置 , 那么 就 有 (3,42) mn (is,i4) = 


g. 
证 明 


2n 
dr = Cón-k57 x 


于 是 我 们 得 到 这 样 的 答案 : 任何 一 对 夫妻 都 不 相 邻 而 坐 的 概率 等 于 
- 4XC D*(n- E) 


(43 T 2) 我 们 来 考察 正 整数 1,2,… ,n 以 及 由 它们 所 列 成 的 具有 下 述 性 质 的 
n x n 和 矩阵 (正方 形 ): 每 个 数 在 每 一 行 与 每 一 列 中 都 只 出 现 一 次 . n = 2 时 的 例 


子 如 下 : 
1 2 2 1 
2 1| 1 2| 


1 2 3 
2 3 l| 
3 1 2 





一 Co 


n — 3 时 的 例子 则 有 : 


以 _L。 表示 不 同 的 n x n 的 拉丁 方 的 数目 , 证 明 
Ln >nl(n— 1)!l...1! (- 1) 


k-—1 
it: 难以 得 到 L., 的 确切 表达 式 (个 别 的 情况 有 : La = 2, Ls = 12, L4 — 576). 
现在 知道 其 浙 近 表达 式 为 


In L, — n?Inn - O(n?), n oo. 
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( 波 利 亚 模型 ) 久子 里 放 有 + 个 红 球 和 5b 个 黑 球 . 从 中 “随机 地 ”取出 一 个 球 , 然 
后 把 它 以 及 一 个 新 的 与 它 同 色 的 球 一 起 放 回 缸 中 . 再 重复 同样 的 ( 取 球 和 放 球 ) 
过 程 , 并 一 直 进行 下 去 ， 

以 S, 表示 在 n 次 这 样 的 取 球 中 所 取出 的 红 球 数目 . 证 明 ， 


r—1 
?十 到 一 uU. 多 一 


P(S,—2z) — ZONE 0zxz&nm. 
fk E T BSHBORIME RE 3-9 [RR HB, 记 
ho HR 42-1. 
dam 1—TLb 以 及 了 十 





假设 n — oo, p 一 0, 4 一 0, 使 得 np 一 A, ny 一 1/p. 证 明 , 对 于 固定 的 z, 在 


n — oo 时 有 
P[S,—22z)— C? p /1 N55 
TL ApTr—l 1 -p 1 十 ” 


2n 个 球 中 , 黑 球 与 白 球 各 占 一 半 , 我 们 来 考察 将 它们 放 人 m 个 盒子 的 问题 . m 
个 盒子 依次 编 有 号 码 1 .… ,m. 每 个 黑 球 落 人 第 j 号 盒子 的 概率 为 p; (pl 十 … 十 
pm = 1), 每 个 白 球 落 人 第 j 号 盒子 的 概率 为 qj (qi 十 … 十 qm = 1). DA v ictedit 
落 有 1 个 黑 球 和 1 个 白 球 的 盒子 的 数目 . 试 求 概率 P{v = k}, k=0,1,:…,m 
(关于 斯 特 林 公 式 , 还 可 参阅 第 3 节 第 16 题 和 第 八 章 第 8 节 第 1 题 ) 从 数学 分 
析 中 已 经 知道 如 下 的 斯 特 林 准 确 公式 


n l 139 1 
ja 1 一 一 直上 
ü zn [D ( * 2n d» » 288n?  5140n? Me (去 )) 


试 运用 关系 式 





Inn! — Ink 和 nn - 1) « 上 Intdt < In ni, 
1 


大 一 2 


其 中 fP'Intdt -nlnn — n 1, 给 出 关于 nt 的 粗略 的 上 下 界 估计 : 


€ (2) « n! « en (3). (*) 
并 由 其 推出 (通常 的 ) 斯 特 林 公式 
nl~ Varn (2) 
(关于 调和 数 的 渐 近 展开 ) 所 谓 调和 数 , 是 指 HL = x Lon21 
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由 数学 分 析 中 知道 
1 1 1 1 
H, =1 e bs 
nnn dz) 1204 Te (ax) j 


其 中 4-205772... 称 为 欧 拉 常数 . 
试 运用 前 一 题 中 的 通过 积分 估计 和 数 的 办 法 , 证 明 , 对 于 一 切 n 2 1, 都 有 


1 
Inn — < Hn inntl 


(并 且 由 此 有 lim (gx) ET 


83. 条 件 概率 . 独立 性 
1. 试 举例 说 明 , 下 列 等 式 一 般 来 说 是 不 成 立 的 : 


P(BIA)+P(BIA) — 1, 
P(B|A) - P(B|A) = 1. 


2. WETFIUS M 个 球 , 其 中 Mi 个 为 白 球 . 考察 从 中 取出 的 大 小 为 n 的 抽样 . 以 B; 
表示 在 第 j 步 所 取出 的 球 为 日 球 的 事件 , 以 4x 表示 在 所 取出 的 一 共 ”个 球 中 
恰 有 个 白 球 的 事件 . 证 明 , 无 论 是 有 放 回 的 抽样 , 还 是 无 放 回 的 抽样 , 都 有 

k 


提示 : 对 于 有 放 回 的 抽样 , 应 当 首先 证 明 


CF-1 ME(M — Miy^-* 
P(B;n A) = EE 


|. CEME(M— Mi)" 
GENESIS m 


P(Bj|A,) = 


P(A&) 


而 对 于 无 放 回 的 抽样 , 则 应 当 首 先 证 明 


(M)s 


P(A,) = QUNM t 


P(Bj N Axr} = 


3. 设 A1,… ,A 为 相互 独立 的 事件 , 其 中 PA) = p;. 
(a) 证 明 


P (O A) 一 上 一 [[5a. (*) 
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(b) 设 Po 为 事件 41,… AS 中 任何 一 个 都 不 发 生 的 概率 . 证 明 ， 


py- La — pi). 
1I 
提示 : 如 果 首 先 证 明 若 事件 41,… , AS 相互 独立 , 则 事件 A1,… , 4 亦 相 
互 独立 , 其 中 A, 表示 A 或 A, 那么 就 可 以 给 出 一 个 关于 (*) 的 直接 证 明 (无 
需 转 化 为 第 1 节 第 12 题 中 的 容 斥 公式 ). 

4. 设 4 和 B 为 相互 独立 的 事件 , 试用 P(4) 和 了 P(B) 表达 4 和 五 之 中 恰 有 上 大 个 ， 
至 少 有 kb, 最 多 有 k 个 发 生 的 概率 , 其 中 有 = 0,1,2. 并 与 第 1 节 第 13 题 相 
比较 . 

. 设 事件 4 与 自己 独立 , Bl A 与 4 相互 独立 . 证 明 P(4) 等 于 0 或 1. 

证 明 , 如 果 事 件 4 与 B 相互 独立 , H AC B, 则 或 者 P(A) = 0, 或 者 
P(B) — 1. 
6. 证 明 , 如 果 A 为 事件 , HH P(4) 等 于 0 或 1, 则 4 与 任何 事件 B 独立 . 
7. 观察 图 4 (《 概率 》 第 一 卷 第 一 章 第 31 页 的 附 图 ) 中 的 电路 图 , 假设 其 中 的 元 件 
A, B,C, D 入 中 的 每 一 个 处 于 断 开 状态 ( 即 不 工作 状态 , 不 能 通过 信和 号) 和 处 
于 闭合 状态 ( 即 工 作 状 态 , 允许 信号 通过 ) 的 概率 都 分 别 是 p 和 9, 并 且 它 们 之 
间 的 工作 状态 相互 独立 . 试问 , 如 果 在 入 口 处 输入 一 个 信号 , 那么 能 够 在 出 口 处 
接收 到 该 信号 的 概率 为 多 少 ? 如 果 能 够 在 出 口 处 接收 到 信号 , 那么 元 件 E 处 于 
断 开 状态 的 条 件 概率 是 多 少 ? 
提示 : 以 S 表示 可 以 在 出 口 处 接收 到 由 入 口 处 输入 的 信号 的 事件 . 证 明 


Ct 


P(S|E) — 1 —2p* « p*, 
P(S|E) = 2q^ — q^; 


并 利用 全 概率 公式 
P(S) = q(l 一 2) 十 pq (2 一 9 
再 验证 


E (1— p^) 
I (1— p2)?2 -- pq(2 — q?) 


8. 设 P(A-- B) > 0, 证明 
P(A) 
P(A4- B) 
9. 设 事 件 4 与 事件 B, (n > 1) 独立 , HA BinB;9,igz j. 证 明 , A 与 事件 
U B, 独立 . 


P(A|A - B) — 
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10. 证 明 , 如 果 P(A4|C) > P(B|O), P(AIC) > P(B|C), 则 P(A) > P(B). 
11. 证 明 
P(A|B)= P(A|BC)P(C|B) + P(A|BC)P(C|B). 
12. 设 久 与 Y 是 相互 独立 的 参数 为 n 和 p 的 二 项 分 布 随 机 变量 , 证 明 
OrOm—E 


P(X=EkX+Y=m)= — em k —0,1,--- ,min (m,n). 
2n 


13. 设 A, B, C 为 两 两 独立 的 等 概 事件 , 且 AQ BNC = 9. 试 求 P(4) 的 最 大 可 能 
值 


14. PEG 1 个 白 球 , 往 里 面 放 入 一 个 “胡乱 选 出 的 ” 球 , 可 能 是 白 球 , 也 可 能 是 
黑 球 (以 相同 的 概率 选择 ). 此 后 以 随机 的 方式 从 镀 中 取出 一 个 球 , 发 现 该 球 为 
日 球 . 试 求 此 时 饶 中 剩 下 的 球 也 是 白 球 的 条 件 概率 . 


15. 如 果 事 件 4 与 事件 B 相互 独立 , 则 按照 定义 就 有 P(AB) = P(4)P(B). 试 描述 
对 任意 事件 A 与 B, 如 下 两 个 不 等 式 成 立 的 条 件 : 


P(AB) x P(AJP(B) 5 P(AB)2 P(A)P(D). 


16. 试 利用 广义 斯 特 林 公式 (n! ~ V2nn"e7^, n 一 oo), 证 明 , TT eR T (v) = 
[o w'-le-"du, v > 0, 具有 性 质 


I'(v) ~ V21nv"e"", vo oo. 


$4. 随机 变量 及 其 特征 


在 本 章 中 , 空间 O 由 有 穷 个 元 素 构 成 , 因此 , 此 处 所 考察 的 所 有 随机 变量 也 都 只 
取 有 穷 个 可 能 值 . 


1. 验证 示 性 函数 IA = Fa(w) 的 下 列 性 质 : 
SR 
lag —IaA-Ip, laup — IA Ip — An, 


Iag—lIA(1—Ig), laaB-(lA— Ip)! 2 IA Ip (mod 2), 


In IE [Ie — IA); py = ye — I4), Te - 2 la. 





i—1 lcs 


其 中 AAB 是 集合 4 与 B 的 对 称 差 , 亦 即 集合 (ANB) U (BA), 和 并 表示 不 
相交 事件 的 并 (U). 
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2. 利用 第 1 题 中 的 命题 , 证 明 关 于 三 个 事件 4, B,C 的 示 性 函数 的 容 斥 公 式 : 
TauBuc — lIA-c Ip 4 Ic — (na c lanc 十 Ipoc) t IAnBnc-. 
写 出 关于 n 个 事件 41,… , AS 之 并 的 示 性 项 数 I41...ua。 的 相应 形式 的 表达 


式 . 
3. 设 各 … ,所 为 相互 独立 的 伯 努 利 随机 变量 , 有 


P(£ 0) 21— XA, 
Pi£; — 1) E AiA, 


其 中 A 为 一 个 很 小 的 数 , A > 0, X > 0. 证 明 


P{S + +én=1}= (5) At O(A^), 


i—l 


P(£& £4 > 1] 2 O(A^. 
4. 证 明 QR E(6- ay 在 a = Et 时 达到 , 由 此 有 


inf  E(£—a)?- DE. 


—oo«a« oo 
提示 : 设 Ef = 0, 可 得 E(t — ay = De - à? > De. 


5. it € 为 随机 变量 , 具有 分 布 函数 F(z) = P(E < z). 9 1 — u(E)(SX 1 — u(Fz)) 
为 随机 变量 上 (或 分 布 函 数 F(z)) 的 中 位 数 , 如 果 
Fi(u-) < 5 < Felp). 
(关于 中 位 数 的 男 一 定义 见 下面 的 第 23 题 .) 
证 明 
anto Ei -al= El 


提示 : 设 j= 0, 先 考 虑 a 0 的 情形 , 此 时 我 们 有 


Elé — a| = Elé| + Ef (&), 


其 中 
a, rz «0, 
f(z)-4a-2z, 0«cx«a, 
一 QQ， r2a. 
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BEAR f(z) 2 0, 所 以 Ef(£) 2 09, El£ —a| 2 E|£|. 可 类 似 证 明 a < 0 的 情形 . 
6. iX P(x) -P(£—2zc), Fe(z) = P(£ & z). 证 明 , 对 于 a >0, -oo cb «oo, 有 
—b 
Pags o(c) 一 P; (* 2 ) 


Paesl®) = (555). 








并 证 明 , 对 于 y > 0, 有 
Fex(y) = FeC-/y) — Fe(- y) + P(- y); 
而 对 于 5+ = max(£,0), 有 
I. z «0, 
Fe. (z) = 
Fr) zy> 0. 
提示 : 我 们 注意 : 
(a£ + b= 2) — {= LL. (a£ +b & x) = {< i 
(€ <y} = (£2 -/y) UE & -/yM£ < ^y) 


ES E g,  r«0O, 
us) Lez. rzoO. 


7. i € 与 n 为 两 个 随机 变量 , DE > 0, Dq > 0, 以 p = p(£,n) 表示 它们 的 相关 系 








数 . 证 明 |p| < 1, 并 且 |p| 2 1 当 且 仅 当 可 以 找到 常数 a 与 使 得 7 = a£ 4 b. 


更 进一步 , 如 采 p = 1, 则 有 








VD» VDE 
(这 表明 当 p = 1 Bf, 常数 a > 0), 如 果 p = —1, 则 有 
j—- Eg X &-—E6 
v Dn VDE 
(这 表明 当 p = —1 时 , 常数 a < 0). 
» Oif u-0, a» 0, BIA P(E «0) 2 3, P(£» 2) < 从 而 有 
Ef(&£) - aP(£ €«0) -- Ef(£)I(0 « £ « a) - aP(& 2a) 
2 aP(£ & 0) - E(a — 2€))(0 « € < 7)  E(a - 20)I(7 « &£ «a) - aP(£ 2 a) 





>aP(é «0) - aP (6» 5) * Elo - 20)1(0 « € < 2) 
- a (P(€ «0) - P (e» 3)) * Ea - 28)1(0 « € < 2) 
2 E(a -20)(0 «£ < 2) 20 

一 一 译 者 注 . 
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8. 设 &£ 与 为 两 个 随机 变量 , Et = En = 0, Dé& = Dg = 1, 以 p= p(£,n) 表示 它 
们 的 相关 系数 . 证 明 ， 


Emax(£?, n?) <1+ V/1- p?. 
提示 : 利用 等 式 
max(£^, s?) — z (£^ 4 e| - p 
和 柯 西 - 布 尼 亚 科 夫 斯 基 不 等 式 . : 
9. 利用 第 1 题 关于 示 性 函数 的 性 质 中 的 了。 。= 1 一 fL - I4.), 证 明 关于 事件 
之 并 的 概率 容 斥 公式 : 
P(AiUu:--UA,)- >》 P(Aj))- M, P(AiN Ai)+. 


1<isn 1&i cia «n 
+( -Dr+tl M, — P(Aun-« nA) c (71) HP(Aun-- n As) 
1&ii«--«iast&n 
(与 第 1 节 第 12 题 相 比较 )， 
提示 : 记 X; = IA,, 先 证 明 如 下 的 关于 示 性 函数 的 容 斥 公式 : 


TU 
i-[[üqn- x22 > x; M, XaXaá-c 


i=1 1<i<n 1X i «ian 


(Cayo — Y] KK CDI 838 e Xs. 


lXic«-«i.tn 


U Ai 


再 利用 关系 式 P (Ü 1. )- Er, , (比较 第 1 节 第 13 题 的 提示 ) 


i—1l 


10. i E d ; n 为 相互 独立 的 随机 变量 ， Q1 二 qi(fi , , Ek) 和 Q2 二 Pp2 (Ek+1, ttg 


£.) 分 别 是 两 个 关于 后 €k 和 Eas ,én 的 函数 , 则 随机 变量 vi 与 wa TH 
Hd. 试 证 明之 . 


11. 证 明 , 随机 变量 各,…: ,各 相互 独立 , 当 且 仅 当 对 一 切 z1,… ,zn, 都 有 
Fe, sue (01,77 28) = Fa (mn): Fe (za), 


其 中 Fe .elz1, ,Tn) = P{éi < 21 ,bn & Tn}. 

12. 证 明 , 随机 变量 & 与 自己 独立 ( 即 和 与 相互 独立 )， CAE DOR £(w) = const, 
wc. 

13. 当 随 机 变量 & 满足 怎样 的 条 件 时 , € 5j sin£ 相互 独立 ? 

14. 设 上 与 7 为 相互 独立 的 随机 变量 , 日 m 关 0. 试 利用 概率 P{E < z) 与 P{n < 
yl, z,y € R, 表示 概率 P(£n < 2) S P E < 2|. 
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1 


e 


. 设 75 为 随机 变量 , 有 [6| < ln «1,|c| < 1. 证 明 如 下 的 贝尔 不 等 式 : (参阅 
[123]) 


|E£G— En «& 1 — E£n. 
提示 : 利用 (1 十 n) € 1-8. 


16. 以 相互 独立 的 方式 将 个 球 放 和 人 n AE (每 个 球 放 人 每 个 镀 子 的 概率 都 是 
1/n), 试 求 不 空 的 铅 子 的 数目 的 数学 期 望 


17. 设 所 ,和 为 独立 同 分 布 的 随机 变量 , 有 P(£4—1] - p, P(£:& 2-0) —1- p, 
其 中 0<p<1. id Sy, —£& ^£ k&n. 证 明 , 对 于 1< mn, 有 


C* Ci-k 
P(S, = k|$, —1) = mE E 


18. B 6, ,én 为 相互 独立 的 随机 变量 , 而 
£min = min(f£i1,--:,64), (6 
证 明 


P{émin 22)-[|[Pt& 235 Pfémax «29 - [[Pt& « a3 


t= i—1l 


19. i*9 &,--- £o. 为 独立 同 分 布 的 随机 变量 , 有 P(£i 1] = P(£s&o-1)] - L, ic 
Sos — 6 十 … 十 tn，Mon 二 max($1,--:, S94). 证 明 , 对 于 大 去 mm 


P(Ma, 2 k, S3, 20) = P{S2。 = 2k), 


因而 





P[(S4,—2k) CT 
P(Mss > 人 sm = 0) = "Sra DL un 
n 一 2 


TL 


并 由 此 推出 


i 1 
Prison -0 =3 (Fran=T -1) 


20. 举例 说 明 , 存在 这 样 的 两 个 随机 变量 € 与 0, 它们 具有 相同 的 分 布 函数 (Fe = E), 
但 却 有 P(£ z 0) > 0. 

21. V £,n 与 5 均 为 随机 变量 , 并 且 € 与 m 的 分 布 相同 . 试问 , £C 与 mc 的 分 布 是 
1 — E FH [Ig]? 

22. 举例 说 明 , 存在 这 样 的 两 个 随机 变量 & 与 n, 它们 自己 不 相互 独立 , 而 e 59 
却 相互 独立 . 


中 原文 为 设 Sa， = €1 £04, Mon = max(81,:-: ,S2n). 证 明 , ...... . 此 处 关于 随机 变量 的 
独立 性 和 分 布 的 假设 系 译 者 顺应 题 意 所 加 一 VERI. 
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23. Wt € 为 离散 随机 变量 , 考察 如 下 三 种 定义 随机 变量 & P Iu = u(£) 的 方法 
(参阅 第 5 题 ): 


(s) max(P(£ > 4), P(€ « iJ) < 5; 

(b) P(£ « i) « 5 « P(£ « n) 

(ce) k= inf {2 cR: P{€ Zz}> 3 

假设 M, My, M, 是 分 别 按照 定义 (a), (b) 和 (c) 所 确定 的 中 位 数 集合 . 试 
问 , 它们 之 间 存 在 何 种 关系 ? 

24. 饶 中 放 有 N 个 球 , 其 中 有 a 个 白 球 , 个 黑 球 和 c 个 红 球 , arb prc — N. 从 中 
取出 n 个 球 , 设 它们 中 有 & 个 白 球 和 7 个 黑 球 . 证 明 , 如 果 所 进行 的 取 球 是 “有 
放 回 抽 球 ”, 则 

cov(é, y) = —npgq, 
其 中 p = a/N, dg = b/N. 如 果 所 进行 的 取 球 是 “无 放 回 抽 球 ”, 则 


N-—n 
cov(£, ]) = —npg 


证 明 , 在 两 种 情况 下 都 有 


pq 
p(£, n) --4ü-pü-ay 


85. 伯 努 利 概 型 I. 大 数 定 律 | 
1. Hbc S op 是 两 个 具有 相关 系数 p 的 随机 变量 . 证 明 如 下 的 二 维 切 比 雪夫 不 等 
P [It - Ed > eV DE S [p - En 2 eV/Dn] < 50 € v1 - 9). 
提示 : 不 失 一 般 性 , 可 设 ES—EQ—0, DE& = Dn = 1, 于 是 
P[Ie > 或 nl e) =P{max(é?, 1) 2 8j. 
再 利用 (通常 的 ) 切 比 雪夫 不 等 式 和 第 4 节 第 8 题 中 的 不 等 式 即 可 ， 
. 设 f(z) 为 非 负 偶 函 数 , 在 正 半 轴 上 非 降 . 证 明 , 如 果 对 于 随机 变量 € = 6(w) 有 
E(w) < C, 其 中 C > 0, 则 有 如 下 的 下 界 估计 : 


Ef(é) — f(a) 
f(C) 


ko 


P(I£| 2 5$ 2 


特别 地 , 对 于 f(z) = 22,8 


E£ D. £2 
C? 





D 
< P(l6 — Eé| 2 ej (< 4) 














: a0 ， 


i 


Ct 


. 设 6, i68 为 相互 独立 的 伯 努 利 随机 变量 , 有 P(& = 1) 


. 设 6o ,EN 为 相互 独立 的 伯 努 利 随机 变量 , 有 P{é = 1) 
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Ef(é) < Ef(l£l) < f(C)P(I&| 2 £j + fle). 


. 设 6G, V6, 为 相互 独立 的 随机 变量 , 有 DE; « C. 证 明 


Ei _ E(t + +én)| 、 
n n 





"| dS 
(该 不 等 式 表明 , 大 数 定律 可 在 更 为 广泛 的 情况 下 成 立 ， 而 不 仅仅 局 限于 伯 努 利 
情形 .) 





—p-^ 0, P(& — 
-1)-1- p. 证 明 有 如 下 的 伯 因 斯 坦 估计 成 立 : 存在 a > 0, 使 得 
S. 


Pl 
其 中 S$,—£ c£, Wi & » 0. 
提示 : 参阅 《概率 》 第 一 卷 第 6 节 中 关于 (42) 式 的 证 明 . 








(2p — b 2 .| «2e 26". 


. Wt 为 非 负 随机 变量 , a > 0. 试 分 别 在 下 列 三 种 情形 下 求 概 率 P(£ > a) 的 最 


大 可 能 值 : 

(i) LA E£ — m. 

(Gi) 已 和 MR E£ 2 m, D£— c?. 

(i) 已 知 E£ 2m, DE=c2 且 上 关于 自己 的 均值 m 对 称 . 
=p>0, Plén = 
0)—q,n« N. 4 $9 —0, S, — £14 十 n € N, id P4(k) 2 P(S, = k}. 
证 明 , 对 于 m”< N 和 有 K>1 有 


Pri(k) = pPa(k — 1) + gqP,(k). 


. 设 各 …，Ew 为 相互 独立 的 伯 努 利 随机 变量 , 有 P(6 = 1) = P(& = -1) = 


1/2, i 二 1,… ,NN. 令 5% — £F ES. 证 明 , 对 于 2m < N, 有 
P{S1:.. Som 201] = 2 ?" cm. 
QUEM 个 盒子 被 依次 编 为 1,… , M 号 . 在 第 n 号 盒子 中 放 有 1 个 白 球 和 nn 个 黑 


EK. 从 每 个 盒 中 “随机 地 ” 到 出 一个 球 全 


[i HEBES n 号 盒子 中 取出 的 是 白 球 ， 
”| 0， 如 果 自 第 n 号 金子 中 取出 的 是 黑 球 
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11. 


12. 


96. 
. VE n — 100, p = 1/10, 2/10, 3/10, 4/10, 5/10. 试 利用 二 项 分 布 和 泊 松 分 布 的 


中 原 书 为 : sup | vom P{Z2n 一 让 一 e- 3/4" 
J 


. E ,£,-- 


86， 伯 努 利 概 型 II. 极限 定理 ( 棣 莫 弗 - 拉 普 拉 斯 局 部 定理 、 泊 松 定理 ) . 31 . 


并 令 Su = 41-49 £u 为 所 取出 的 白 球 总 数 . 证 明 , “Sx 在 M 很 大 时 具有 
In M 的 阶 ”, 意 即 对 任何 a > 0, 当 M 一 oo 时 , 都 有 


Ple -i[» JET 


in. M 
(采用 推导 (8) 式 时 的 术语 ). 





. 设 2 EET 为 相互 独立 的 伯 努 利 随 机 变量 ， 有 P(& = 1} = py, P(£& 20) = 


1 一 pk, 1 上 kn, 其 中 车 tma id S,2£-c- 
0cac1,J;Z DS, 在 pi 二 


:十 £s, 证 明 , 对 于 给 定 的 
—pn^G4 时 达到 其 最 大 值 . 


. 5 £1,: 2 jen 为 相互 独立 的 伯 努 利 随 机 变量 ， 有 P{éx = 1} — D, P(£, 一 0} = 


1 一 p, 1 < kg<n. 试 在 nn 次 试验 中 仅 成 功 了 1 次 的 条 件 下 求 第 一 次 成 功 发 生 在 
第 m 次 试验 中 的 条 件 概率 . 


设 (pi1,… ,pr) 与 (q1,… ,qr) 为 两 个 概率 分 布 . 试 证 明 吉 布 斯 不 等 式 : 
EN In pi; < Ux -Dn In qi. 
Ql 
(Eueuf DES B 22 plnp; < Inr, 参阅 第 4 节 中 的 有 关 说 明 .) 


在 第 10 题 的 条 件 下 ， TM (Rényi) 不 等 式 : 
(| >} "o [zr] 


伯 努 利 概 型 II. 极限 定理 ( 棣 莫 弗 - 拉 普 拉 斯 局 部 定理 、 泊 松 定理 ) 








统计 表 (参阅 [12]), 将 下 列 概率 值 与 正 态 逼 近 和 泊 松 逼近 所 给 出 的 值 进 行 比 较 : 

P(10 < $100 € 12), P120 < $100 € 22), 

P(33 < $190 < 35), P(40 < $100 < 42), 

P150 < $100 € 52). 

(可 以 利用 计算 机 等 工具 .) 
为 独立 同 分 布 的 伯 努 利 随 机 变量 序列 , 有 P(£ —1) = P(£& =0}= 
1, On — e pere T £n, n z l1. 令 Zn 一 29n —n 表示 n 重 伯 努 利 试验 中 成 功 次 
数 与 失败 次 数 之 差 . uEBIO 


sup Vm P{Z2n = 7} — e à ni, 0, noo. 
j 


一 0, n — oo 一 一 译 者 注 . 
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. 证 明 , 在 泊 松 定理 中 , 有 如 下 估计 式 成 立 (p = A/n): 
Ace 一 入 2 
du P.) - ^ < 入 


第 一 章 初等 概率 论 


提示 : 2n = m, k — in, 易 见 , 所 要 证 明 的 命题 可 归结 为 证 明 (其 中 





|(= Sup el(k, m)) —0, m- oo. 


Ee(k, m), bm = sup e(k, m), 


一 sup 
(k:|k— mp|& (mpq)*) Ue: |k— mpl (mpq)*] 


此 处 s 为 区 间 (1/2, 3/2) 中 的 某 个 常数 .再 证 明 当 m 一 oo Bj, 有 a4 一 0, 
bm — 0. 











提示 : moo ,mm 为 独立 同 分 布 的 参数 为 和 jn 的 泊 松 随机 变量 , 而 G1,…… ， 
bn 为 独立 同 分 布 的 伯 努 利 随机 变量 , 有 


n/n/ 和 (aya: An 人 和 
Pí(G-0)-e (1 3), P(G—1)-1-e (1 2). 


d 


0, 如 果 Th — 0, Gi = 0, 
ln 其 他 情形 ， 
则 易 见 e, - 6s 为 独立 同 分 布 的 伯 努 利 随机 变量 , 有 
P(&-0)-1-2, P(& -1)- 2 


从 而 上 = & c6 BAFI P(£— k) = PL(X). 再 注意 到 随机 变量  — 


2 
P(t-k) -Pby- E)| «Pit n) « 3 
( 试 与 第 三 章 第 12 节 中 的 证 明 与 结论 进行 比较 .) 


. 设 和 ,人 为 独立 同 分 布 的 随机 变量 , 有 P(£& = 1} = P(£& = 1) = 1 08 


称 伯 努 利 随机 变量 ), 5S% — & 十 十 名 ,已 (P) = P{Sn — kj, KP ke E, — 
{0, 士 1 --- , 土 n}. 


. ( 续 第 4 题 ) 随机 变量 序列 So = 0, 5$, = &, S2 = 所 十 名 





§6， 伯 努 利 概 型 rr. 极限 定理 ( 棣 黄 弗 - 拉 普 拉 斯 局 部 定理 、 泊 松 定理 ) . 33 . 


利用 全 概率 公式 (第 3 节 中 的 (3) 式 ), 证 明 如 下 的 递 推 关系 式 成 立 : 
Fnri(k) = zP. (k--1)- ;P. (k—1) ke En,i, (*) 
或 等 价 地 , 有 
Pnri(k) — Pn(k) = ; (P. 1) - 2P4(k) + P.(k — 1). (se) 


，Sn — 6 def 
可 以 看 成 是 质点 作 随 机 游 动 的 轨迹 , 它 自 原点 出 发 , 在 每 个 整 点 时 刻 或 者 向 上 
游 动 一 个 单位 , 或 者 向 下 游 动 一 个 单位 . 

从 现在 起 , 我 们 假定 游 动 发 生 在 时 刻 A,2A,… nA, 其 中 A > 0, 并 且 在 每 
个 这 样 的 时 刻 , 质点 或 者 向 上 游 动量 Az, 或 者 向 下 游 动量 As. 取代 上 题 中 的 
P,(k) = P(S, = 上 }, 我 们 来 考察 概率 


Pa(kAz) = P{ Sn = kAz ). 


通过 与 递 推 关系 式 (x+) 类 比 , 我 们 得 到 
A - 5 (Pan (1) A2)- 2P,a (EA) Paa((k-1)Az)). 
亦 即 “关于 时 间 的 一 阶 导数 的 离散 形式 ”完全 等 同 于 “关于 空间 位 移 的 二 阶 导 
数 离散 形式 ”的 1d. 

我 们 设 Az = VA, 并 假定 对 于 t» 0, x € R, 在 n — oo, k 一 oo 时 , 有 
nA 一 tkVA — z. 证明, 在 这 样 的 极限 过 程 中 , 有 

(a) P,(z) = lim Pra (kVA). 

(b) TRES PRAE P.(z) 满足 热传导 “微分 ”方程 : 

OP(z)  10*P,(x) 
Ot 2 0g 








( 贝 塞 尔 , 爱 因 斯 坦 ). 


. 作为 上 一 题 的 推广 , 设 作 随 机 游 动 的 质点 每 一 步 以 概率 p(A) = 1/2+Az 往 上 游 


动 距离 Az, 以 概率 q(A) = 1/2— Az 往 下 游 动 距离 Az. 仍 设 Az = VA, nA 一 
t, kVA 一 sz. 证 明 , 如 同上 一 题 一 样 , 存在 极限 P(xz) = lim Pa(kVA), 并 且 
Pa) 满足 方程 
9B(z) _ 9a) 18^R.(z) 
ot Or 2 02? — 
应 当 对 上 面 两 题 中 的 极限 过 程 作 怎样 的 改变 , 才能 使 得 极限 隆 数 满足 如 下 的 方 
程 











8t Pr 27 B5 
(该 方程 称 为 福 克 尔 _ 普 朗 克 方程 , BUE EDU ACIE A 2H) 


OPFz) _ OP(z) ,1 1 ,22" 9" Pix), 














. 34 . 


10. 


87. 
. 假设 先 验 地 知道 , 参数 9 取 值 于 集合 Oo C [0,1]. 试 说 明 , 何 时 存在 对 于 仅仅 取 


b 


第 一 章 初等 概率 论 


. 设 玉 = 到 (区 efo1,m> 关 1 为 非 降 函 数 序列 , 对 任何 有 理 数 te Q0 10,1], 


都 有 F(t) — t. 证 明 , 这 种 收 伍 性 是 一 致 的 (参阅 第 三 章 第 1 节 第 5 题 ), 即 


sup |£,(t) ^ t| 0, n oo. 
£c [0,1] 


. 证明, 如 下 的 不 等 式 对 一 切 x > 0 都 成 立 : 


(r)«1-9(z)« eu) 


1 2x 
其 中 o(z) = ze ^^, &(z) = [7., e(y)dy. 
提示 : 考察 导数 w (z) 和 (z op(z)) 
证 明 , 对 于 泊 松 分 布 , 有 如 下 的 局 部 定理 成 立 : 对 任何 及 = 0,12,……, 24 A oo 
时 , 都 有 


一 0. 


A* 1 1 
A|Le-— ——(k- Ay 
JA üt 2 ep | ) | 





伯 努 利 概 型 中 “成 功 ” 概 率 的 估计 


值 于 该 集合 Bo 的 9 的 无 偏 估计 ? 

提示 : 如 果 Bo 是 单 点 集 (Bo = {00}), 那么 值 go 就 是 所 要 求 的 估计 . 如 
JR 0o 至 少 含有 两 个 元 素 , 那么 为 了 存在 无 偏 估 计 ,， 必须 且 只 需 , (0) € Bo 和 
(1) € Bo. 试 证 之 . 


. 试 在 上 题 中 的 条 件 下 , 寻找 相应 的 拉 奥 -克拉 上 默 不 等 式 , 并 考察 有 效 估计 . 


3. 试 在 第 1 题 中 的 条 件 下 , 考察 关于 9 的 置信 区 闻 的 构造 问题 . 


心 


. 在 第 2 节 第 21 题 中 进一步 假定 N 足够 大 , No» M, No» n, 试 考察 估计 N 


的 无 偏 性 和 有 效 性 . 试 仿照 关于 参数 9 的 置信 区 间 的 构造 方式 (参阅 《概率 》 
第 一 卷 第 74 页 中 的 (8) 式 和 (9) 式 ), 构造 关于 N 的 具有 如 下 性 质 的 置信 区 间 
IN — a(N), N + b(N): 


PN Mn{N — a(N) «Nx N +b(N)} &]1-— e, 


其 中 e 是 某 个 小 的 正 数 . 


. G8 相合 性 准则 ) 设 6 ,… ,én 为 相互 独立 的 伯 努 利 随机 变量 , 有 P{é; = 1) = 


p, P(&—-0)«1-p,1«ixnmn. 598 7 节 中 主要 研究 关于 成功” 概率 p 的 估 
计 不 同 , 我 们 这 里 讨论 利用 观察 结果 z = (zx1,… ,zn) 验证 假设 Ho: p = po 的 
问题 , 亦 即 p 的 真实 值 是 否 等 于 给 定 的 值 0 < po < 1 的 问题 . 





$7. 伯 努 利 概 型 中 “成功” 概率 的 估计 «35 - 


-- (S4(£) E npo)? 
npo(l- po) 


试 在 假设 Ho 成 立 的 假定 之 下 , 证 明 , 对 一 切 > > 0, 都 有 


x^ (£) 





"7 1 
P4x? «ip f e "dy n- oo. 


(根据 第 二 章 第 3 节 中 的 表 3, 函数 F(z) = fr Lose /"dy 是 自由 度 为 1 的 随 
机 变量 x? 的 分 布 函数 , 亦 即 参 数 为 0 和 1 的 高 斯 随机 变量 之 平方 的 分 布 函数 ) 


在 检验 假设 Ho: p = po 的 o2 相合 性 准则 的 基础 上 , 产生 出 如 下 的 讨论 模 





式 : 

将 s > 0 取得 如 此 之 小 , 使 得 在 一 次 试验 中 , 具有 概率 e 的 事件 的 发 生 非 
常 罕见 . (例如 取 € = 0.01, 那么 根据 第 5 节 中 关于 (8) 式 的 注释 , 在 100 次 试验 
中 , 具有 概率 0.01 的 事件 平均 起 来 , 只 会 发 生 一 次 .) 

根据 所 取 的 s > 0, 求 出 使 得 等 式 0. ne v dy = 成 立 的 Me) 

(根据 X? 相合 性 准则 ) 按照 如 下 方式 检验 假设 Ho: p = po, 如 果 根 据 观察 
值 x = (zi1,… ,zn) 计算 出 的 量 x2(z) 超过 A(e), 那么 就 拒绝 假设 Ho: p = po, 
而 如 果 假 设 x2(z) < A(e), 则 接受 假设 Ho, 亦 即 认为 观察 值 m = (zl,.… ,zn) 与 
假设 D — po 相合 . 

(a) 试 利 用 大 数 定 律 (参阅 第 5 节 ) 验证 断言 : 根据 x? 相合 性 准则 对 假设 
Ho: p = po 所 做 的 相合 性 检验 的 结论 (至 少 在 n 较 大 时 ) 是 唯一 确定 的 . 

(b) 试 利 用 第 6 节 (24) 式 中 的 贝 里 - 埃 森 (Berry-Esseen) 不 等 式 , (YE p = po 
的 假设 之 下 ) 证 明 ， 





2 


2 - "1 —y/2 | — 
Pb < z! ls M SEIS 


(o) 设 An(e) s P320 > A (e) } < 所 确定 . GR X (5) 趋 于 Xe) 
的 收敛 速度 , 亦 即 设法 确定 在 运用 x? 相合 性 准则 时 , 以 事件 “2(6) > A. (e)? 
取代 事件 “x? (6) > A(e)” 时 所 产生 的 误差 . 








sup 
X 


. 设 € 为 随机 变量 , 服从 二 项 分 布 , 有 


Pe(£—k) — CF6*(1—0)-*, 0Ockxn 


E 


其 中 n 为 给 定 值 , 而 6 为 “未 知 参数 ”, 要 求 根据 随机 变量 6 的 (唯一 ) 观察 值 
估计 6. 
0 的 标准 估计 是 T(£) = €/n, 它 具 有 无 偏 性 : 对 一 切 9 e [0, 1], 都 有 


EoT(£) — 6. 














= 本 


88. 
. 试 给 出 两 个 随机 变量 £8, 它们 不 相互 独立 , 但 是 却 有 


b 


第 一 章 初等 概率 论 


证 明 , 在 无 偏 估计 类 工 = T(e) 中 , 该 估计 是 有 效 的 , 即 
Eo(T(e — 0)? = inf Ee(T(£) — 0)?. 


再 证 明 , 如 果 ”= 3, 并 且 先 验 知道 9 € (1/4, 3/4), 则 对 于 任何 0 去 1/2, 估计 
T(0) = 1/2 都 是 有 偏 的 , 但 是 却 比 无 偏 估 计 T(E) = 6/3 更 好 : 


Ee(T(£) — 0)? < Ee(T(£) — 9), 


亦 即 


试 对 任何 n 讨论 类 似 断 言 的 正确 性 . 


. 两 位 校对 员 A 和 B 分 别 发 现 了 a Af b 处 印刷 错误 , 其 中 有 c 处 是 共同 的 . 假 


定 两 位 校对 员 相 互 独立 地 工作 , 试 对 尚未 发 现 的 印刷 错误 的 数目 给 出 一 个 “ 合 
乎 情理 的 ”估计 . 

提示 : 假定 印刷 错误 的 总 数 n 很 大 , 而 a/n 与 b/n 是 关于 两 位 校对 员 A 和 
B 分 别 发 现 一 处 错误 的 概率 p。 和 ps 的 足够 好 的 估计 , 再 进行 有 关 概 率 的 讨论 . 


关于 分 割 的 条 件 概率 与 条 件数 学 期 望 


E(£|n) = 


( 试 与 命题 (22) 相 比 较 . 此 处 以 及 下 面 , 均 适 用 本 习题 集 本 章 第 4 节 开 头 的 注 
释 .) 


,随机 变量 关于 分 割 2 的 条 件 方差 定义 为 如 下 的 随机 变量 : 


D(£2) - E((€  E(£12))12). 
证 明 
Dé = ED(£|2) - DE(£|2). 
提示 : 验证 


ED((2) = E? — E(E(e|2)) 和 DE(£&Z) = E(E(£|2)) — (E£)*. 


. TAA (17) 式 出 发 , 证 明 , 对 任何 函数 f — f(n), 条 件数 学 期 前 E(c|n) 都 具有 如 


下 性 质 
E(f(g)E(£l5)) = E(£f(n)). 





88， 关 于 分 割 的 条 件 概率 与 条 件数 学 期 望 37: 


4. 设 £ 与 7 为 随机 变量 . 证 明 ， inf E(n— f(£)? 在 函数 f*(£) = E(nl£) 处 达到 . ( 据 


此 结果 , 根据 上 对 了 所 作 的 最 小 方差 意义 下 的 估计 就 是 E(n£).) 
提示 : 试验 证 对 任意 函数 f = f(x), 都 有 


E(n — /(£)? = E(n—- f*(£))? - 2E[(— f*()) (5) - £6] + E(F"(é) — 7(8)), 


其 中 中 括号 [.] 中 的 随机 变量 的 数学 期 望 为 0. 


5. 设 后.… ,én,T 为 相互 独立 的 随机 变量 并且 6, i6 同 分 布 , 而 7 取 值 
I t3, 令 9, m: & npe ed té. 为 随机 个 随机 变量 的 和 . 证 明 


E(S,|r) = TE&, D(S.|r) = 7Dé, 
ES,-Er.Et, DS,; = Er.:Dé + Dr (Et). 


提示 : 在 证 明 后 两 个 等 式 时 , 可 利用 前 两 个 等 式 , 即 
E(S;|7) 一 TE£ 和 D(L9;-|r) 一 TDA. 
6. 证 明 等 式 (24).9 
7. 设 8 是 具有 基本 结果 空间 Q — {wi,:… ox) 和 概率 (“权重 ”) pi = p(wi)， x -— 


1 的 试验 . 在 第 5 节 (14) 式 中 曾 将 H — 一 Xn 定义 为 分 布 (pi,:… ,pk) 


i3, 并 以 其 作为 试验 8 的 “不 确定 性 ” 程度 的 度量 在 那里 还 证 明了 ， aa 
定性 ”的 最 大 值 在 所 有 k 个 不 同 结果 均 以 相同 的 概率 出 现 的 试验 中 达到 ,此 时 
H — nk. 

对 数 函 数 (在 等 概 场合 下 ) 作为 “不 确定 性 ”程度 的 度量 是 很 自然 的 , 其 日 
然 性 由 如 下 命题 (也 是 本 题 所 要 求证 明 的 结论 ) 所 确定 : 

假设 具有 个 基本 结果 的 试验 8 的 “不 确定 性 ”程度 由 具有 下 述 性 质 的 顶 
数 f(k) 来 确定 : f(1) = 0, 而 若 上 > UNI f(k) > fj， 并且 我 们 假设 f(kl) = 
f(k) + f().. (这 一 性 质 反 映 了 这 样 一 种 需求 : 对 于 分 别 具 有 上 和 ! 个 基本 结 采 
的 相互 独立 的 试验 6, 和 4, 如 果 我 们 将 试验 4 G9 63 定义 为 同时 进行 两 个 试 
验 名 和 名 ,那么 员 风 多 的 “不 确定 性 ”程度 就 应 当 是 两 个 试验 的 “不 确定 性 ” 
程度 之 和 .) 

证 明 , 在 所 述 的 条 件 之 下 , 函数 f(k) 具有 形式 f(k) = clogsk, 其 中 c>0 
为 常数 , 而 log, k 是 以 5 为 底 的 对 数 . 


四 此 处 所 要 求证 明 的 (24) 式 为 : 设 随 机 变量 & 与 分 割 9 独立 , 即 对 任何 D; c 2, 随机 变量 都 


与 随机 变量 105, 相互 独立 . 证 明 
E(£19) = 
一 一 译 者 注 . 














“ 38. 第 一 章 初等 概率 论 


注 : 由 于 在 不 同 底 的 对 数 之 间 存 在 换 底 公式 log, k = logs a : log, k, 所 以 当 
以 不 同 的 底 的 对 数 度量 “不 确定 性 ”程度 时 , 只 不 过 是 所 采用 的 计量 单位 不 同 
时 了 . 通常 人 们 采用 b= 2. 由 于 对 于 k= 2, 8 log; = 1, 因此 可 以 说 , 在 具有 
两 个 等 概 的 基本 结果 的 试验 中 ,“ 不 确定 性 ”的 程度 等 于 1 (个 单位 ). 在 通信 理 
it (尤其 是 在 编码 理论 ) 中 , 这 种 “不 确定 性 ”单位 称 为 二 进 制 单位 或 BIT( 英 文 
词汇 BInary digiT 的 缩写 )， 如 此 一 来 , 如 果 试 验 8 是 具有 = 10 个 等 概 的 基 
本 结果 , 那么 它 的 “不 确定 性 ”的 程度 就 等 于 log, 10(2: 3.3) BIT. 
8. 设 (0, 多 ,P) 是 某 个 离散 概率 空间 , £ = £(w) 是 随机 变量 , 它 分 别 以 概率 P{E = 
zi) = pi 取 值 z1,… ,zx. 我 们 将 


k 
H(£) = —  pilog; pi 
1—1 


称 为 随机 变量 cy (或 由 & 的 观察 值 构成 的 试验 及 HUA).(iX- 3*5 5 节 (14) 
式 相 比较 , 那里 不 是 使 用 以 2 为 底 的 对 数 logs, 而 是 采用 自然 对 数 In. 正如 我 们 
在 上 题 中 所 阐明 的 那样 , 它们 之 间 没 有 原则 性 的 区 别 .) 

如 果 (£n) 为 随机 变量 对 , 有 P(£ = zi = yi) = pi i = lose 
1,… ,4, 则 该 对 随机 变量 的 粹 H(£,n) 相应 地 定义 为 


k l 
H(£,n) 7 — 2 2 ps log» pij. 
证 明 , 如 果 上 5 o 相互 独立 , 则 H(£,9) = H(£) + H(). 
9. 设 (&,) 为 随机 变量 对 , 它们 的 所 可 能 取 的 值 为 (zi;, yj;), i = 1… ,kj = 
1,… ,4. 我 们 将 


Hs; (n) = -2 PH — yj|£ ^ zi) log; P(n = yj|l£ = zi) 
称 为 随机 变量 m 关于 事件 (6 = zi} 的 条 件 精 . 而 n 关于 € BSEJSAR IER XE 
义 为 . 
Hg(n) = 》 P(£ = zi). (9). 
+ 二 1 
证 明 
(a) H(é,n) = H(£) + He(n). 
(b) 如 果 5j n 相互 独立 , 则 五 (和 9) = H(£) + H(m). 
(c) 0 € He(n) & H(n). 
10. i (£,n) 为 随机 变量 对 , 称 
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为 含 于 上 中 的 关于 7 的 信息 量 . 该 术语 的 含义 是 : 差 值 H(n) - He(n) 表明 随机 
变量 e 可 以 在 多 大 程度 上 减 小 随机 变量 7 的 “不 确定 性 ”. 

证 明 

(a) Te(n) = 1,(é€) 2 0. 

(b) Zc(n) = H(n) 当 且 仅 当 了 是 & 的 某 个 函数 

(c) 如 果 &,n 和 < 为 随机 变量 , 则 


Kee)(n) = H(n) - Hee,e)(n) 2 Telm), 


意 即 随机 变量 对 (6, 0) 中 所 包含 的 关于 9 的 信息 不 少 于 单个 随机 变量 中 所 包 
含 的 信息 . 

设 6.6 为 独立 同 分 布 的 伯 努 利 随机 变量 , 有 P{&1 = 1) = p, P(& =0} = 
1 一 p, 令 S, £t: d s. 证 明 


Irak 
(a) P{a = zl ,én = Zn | Sn = k] = un ) 





Tk—zr 
Cnm 
, 


其 中 = zl 十 … 十 Zr， zi —-0,1, 而 且 z « k. 


. 随机 游 动 I. 掷 硬币 博弈 的 破产 概率 和 平均 持续 时 间 
. 证 明 , 作为 (33) 和 (34) 式 推广 , 有 


ES. = z+ (p - g)ErZ, 
E(S7. 一 TE) = D& .Brz + a^. 


试 研究 当 水 平 p -oo Bf, 量 a(z), B(x), m(z)( 定 义 见 《 概 率 ) 第 一 卷 第 85 页 
的 (13) 式 和 第 89 页 的 (26) 式 ) 分 别 收敛 于 何 处 ? 
提示 : 管 案 如 下 : 


0, p2q, 

ílm ,a(2) 74 (a/p)? — (g/pY* -— 
(q/pP — 

B—- 


; Pp^4 
lum mí(xz) — p-—q | 
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设 在 独立 同 分 布 伯 努 利 随 机 变量 序列 中 , 有 p = gq = 1/2. 证 明 


ElSn,| ~ "ER T" 一 oo. (*) 


提示 : 可 以 直接 推出 如 下 的 关系 式 ( 即 所 谓 离散 型 “田中 公式 (Tannaka for- 
mula)", 亦 可 参阅 第 七 章 第 9 节 第 8 题 ): 对 n > 1 有 


[9 em >》 sign(Sk_1)ASk TN. (3) 
天 一 1 


其 中 So =0, Sy — 6 ES, AS — &, 


l, z 60, 
signa = 4 Q, r-0 
—1 r«0 


而 N,—4(0«Xk«n—1: S,—0), 即使 得 S, 0B k(O&«k«n-—1) 的 个 
数 . 于 是 就 有 
n—l n-—1 
E|S,| = EN, = E S  I(Sy — 0) — >》  P(S. = 0). (ce) 


k—1 


再 利用 P3, = 0} = 27?*C&., P(S, —0) = 0. 


注 : 由 (ek) 可 推 知 
"Ws 


( 亦 可 比较 《概率 》 第 二 卷 第 七 章 第 9 节 例 2, 不 过 应 将 该 例 中 (07) 和 (08) 式 
中 的 1/27 换 为 2/Tr.) 


- 珊 名 游戏 者 相互 独立 地 抛掷 自己 手中 的 均匀 硬币 (每 人 一 枚 ). 证 明 , 他 们 在 各 


自 抛掷 的 ”次 之 中 所 抛 出 的 正面 次 数 相等 的 概率 为 2-2* (Ck)?， 并 由 此 扒 
k—0 


出 等 式 x (C7)? = C$, ( 亦 可 参阅 第 2 节 第 2 题 ). 


设 为 首次 出 现 两 人 的 正面 相等 的 时 刻 (如 果 直 到 掷 完 n 次 , 都 未 出 现 
两 人 的 正面 相等 , 则 令 o, = n--1) 试 求 概率 P(c. kl 1&k&n41,3fok 
数学 期 望 Emin(o,, n). 


提示 : 如 果 第 大 个 人 在 第 ;次 抛掷 时 掷 出 正面 , 就 令 e? = 1, 掷 出 反面 , 就 
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i$=1 i—1l 


P (Pj JE n VRBE He BELLO TERUCRURIAR) = P PS E xe 


T" 


- Y ee - -2j-n, Ya ) 22j— 中 - »? 27"(cjy 
j=0 i=1 j=0 
以 及 
n n 2n 
P Dx e - Sn —P P» - 7 e o eem 
i—1 i-—1l i—-1 


其 中 太一 各 m — -6, m S D, m o ce 


. 设 6, ,én 为 相互 独立 的 对 称 伯 努 利 随机 变量 , 即 有 P(£, = 1) = P(6 = 


-1} =1/2, 记 S,— & FE, 1 < n « N. 试 求 概率 


a U i.n). 


亦 即 在 集合 (Ni 十 1,… , Na) 中 存在 n, 使 得 S, = 0 的 概率 , 其 中 1 < Ni+1 < 


N» « N. 


. 设 Gu Goo ,én 为 相互 独立 的 对 称 伯 努 利 随 机 变量 , 即 有 P(G = 1) = P(6 = 


—-1) 21/2, id S, — & t£, 和 XX = &( 71)?» 为 离散 的 电报 信号 ,1 < n < 
N. 试 求 随机 变量 X, 的 分 布 与 方差 ©. 
并 求 条 件 概 率 


P(X,—1|£o—-i] i=+l, 1l1<ngN. 


WEG, oc ,én 为 独立 同 分 布 的 伯 努 利 随 机 变量 ,有 PI{&; =1} 2 p, P{é&; = 一 1} = 


的 变 程 , 即 它们 的 值 集中 的 不 同 元 素 的 个 数 . 
试 求 Egn 和 Dv. 试问 , 对 于 怎样 的 p, 变 程 罗 w 满足 如 下 形式 的 大 数 


(s- 


其 中 =s > 0, 而 c 为 某 个 常数 . ( 亦 可 参阅 第 二 章 第 6 节 第 s 题 和 第 八 章 第 8 节 
第 16 题 .) 


> 中 -0 N — oo? 





中 原文 为 : 求 Xn 的 值 与 方差 一 一 VERE. 
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8. 设 6, Ev 为 同 分 布 随机 变量 (不 一 定 为 伯 努 利 随 机 变量 ) 包 , id 50 = 0, S; = 
今 


Ns = > _I(Sk > 0), 


k—1 


即 序列 S9,9;,-.-,.5, 中 的 正 数 的 个 数 . 证 明 如 下 结果 (斯 帕 尔 -安德森 ) 
P{N, =k}=P{N, = Ek}P{N, k=0}, 0&kgn. 


9. 设 54,… ,én 为 第 7 题 中 的 伯 努 利 随 机 变量 , 我 们 按 如 下 方式 定义 变量 X1,… ， 
Xy, 其 中 


X;-—6, Xn = 入 An -1 c én, 2x«nxN,AcR. 


ok EX,,DX, 和 cov (Xn, Xn+x} 


810. 随机 游 动 IL. 反射 原理 . 反正 弦 定 律 


1. M n 一 oo Bf, Emin(o2n，2n) 以 怎样 的 速度 趋 于 oo? (其 中 o2, = min{fl < 
k « 2n: Sy — 0); 而 如 果 对 一 切 1 < k « 2n, 都 有 Si z 0, 则 令 ca = oo 或 
Oon 一 2n.) 


提示 : 根据 命题 1, 我 们 有 


TL 
Emin(c2,, 2n) = » U2(k—1) + 2nU2n, 
k=1 


其 中 us, ~ 1/Van. PR n] 
E min(o24, 2n) ~ AV. n 一 oo. 


2. 设 7, = mini «kn: Sy — 1), 而 若 对 一 切 1 « k & n, SI S, < 1, WI 
T, — oo. 试问 : 对 于 对 称 的 伯 努 利 游 动 (p = q = 1/2) 和 不 对 称 的 位 努 利 游 动 
(p q), 4 n — oo 时 , E min (m,n) 分 别 趋向 于 何 处 ? 
提示 : 本 题 答 案 为 


(p-9), p»4, 
E min (7,, n) 一 


oo, pq. 


四 原文 中 就 没有 独立 性 假设 一 一 译 者 注 . 
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3. 以 《概率 》 第 一 卷 第 10 市 中 的 思想 与 方法 , 证 明 , 对 于 对 称 的 伯 努 利 随机 游 动 
(p—4- 1/2), 如 果 记 So —0, Sk — £& ---- E, k & n, 则 有 如 下 各 关系 式 成 


之 一 
P{ max 5. > N 5, < N| P{S, > N], 


P{ max Sk > N} =2P{S, > N) - P(S, = N], 





l&kizn 
n-rN--1 
P max S, — NI = P(S,— N}+ PIS N+1}= 2-"C, | 
- E "nl 
Pl max < ol = P(S, =0}+P{S, — 11 = 27^ Cs, 
P[ mex ,Sk «0, 9, > J ~ P{S £0, -—-, Sn 420, Sn11 = 0), 
1 
PÍ5; 20,-.-, $2n—1 20, S94 = 0j ms 22 7$ 2， 
1 
P 之 2M " 2 -— — — —2n rm . 
(5, 2 0, Son_1 2 0, 83, = 0] ri CA 
再 证 明 
P{S2n = 2k} -2 ?"O5-*, 大 一 0, 士 1 , 士 m， 
与 


P{S2n41 = 2k.-1] 2 2 ?^ 1O9-5, ke —(n- 1,0, 1,--- ,+n, 
上 述 二 式 可 以 统一 地 写 为 
2-^0P 9/7 如 果 k n (mod 2), 
P{S, = k} = 
0, 其 他 情况 ， 


其 中 天 = 0 士 ， tm. 
作为 上 面 仅仅 关于 正 整数 N 的 概率 关系 式 P{ max Sy = N 上 的 补充 , 对 
于 7 二 0,1,….,n, 证 明 


P{ max Sk = r} Exp mp mener 


Oc ksn 


4. VE £1, ,&on 为 独立 同 分 布 伯 努 利 随 机 变量 , 有 P{ = 1) = P(£x = -1} = 


1/2, k < 2n. 令 S9 =0, Sy — & t £x, 而 
gan = max{0 < 2k < 2n: $5, = 0], 


即 序列 S5, S4, --- , 92。 中 最 后 一 个 0 的 出 现时 刻 , 在 这 种 时 刻 不 存 在 , 就 令 gzn = 
0. 
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证 明 
P{g2n —2k] = unin-k), l&kz&nm, 
其 中 ug, 2 P{S2x = 0} = 2-2*C5. 
(以 Pr,2n 表示 质点 在 区 间 [0,2n] 中 有 2k 次 回 右 移 动 的 概率 (参阅 第 10 
节 (12) 式 ), 试 将 go. 的 分 布 与 Poo 相 比 较 , 即 可 看 出 , 就 像 (15) 式 所 表明 的 
那样 , 对 于 0 «x < 1, 有 


2 
» Pígo, = 2k) 一 — arcsin/z, | n — oo, 
{k: Oc k/n&z) 和 


亦 即 最 后 一 个 零点 出 现时 刻 的 概率 分 布 渐 近 于 反正 弦 律 .) 


. 在 上 一 题 的 条 件 下 , 以 bz。 表示 5o, 9 , So, 中 的 最 大 值 的 首次 出 现时 刻 , 即 


如 果 So < Sk,… ,Sk_1 < S, 并 且 Ski 入 95 ,Son «€ Sk, 则 有 05, — k; 而 
如 果 不 存在 这 样 的 上 > 1, 则 令 05, = 0. 
证 明 ; 
P105, 一 0} — "2n: P105, 一 2n) — 9 2n; 
WD kan, 则 有 


1 
P105, = 2k 或 2k 十 1) 一 了 《25 U2n—2k- 


并 由 此 推出 : (类 似 于 上 题 ) 对 于 最 大 值 的 首次 出 现时 刻 成 立 反正 弦 律 : 对 0 < 
r«l, 有 


2 
>》 P{6 — 2k Ek, 2k -- 1] 一 一 arcsinVZ，7m — oo. 
[k: Oc k/n&x) " 


还 可 考察 xz =0 和 7z = 1 的 情形 . 


. 设 S, — £1 ood £x, k « 2n, 其 中 各 ,en 为 独立 同 分 布 随机 变量 , 有 


P{& = 1} - P{& = -1} = 1/2. 证 明 
(a) 对 于 了 = x1,--,4n, 有 
P{L9: "x O, - isi ; 924-1 * 0, Don P 2r] e p 


(b) 对 于 7 = 0, 土 1,… , 士 n, 有 


—2n, 
2 "3 


P{S2n = 2r} = C2, "27^". 


. 设 &1,… ,& 为 独立 同 分 布 随机 变量 , 有 P{&1 = 1) = Pf£& = -1) = 1/2. id 


So —0, Sy —£& F6, 1& k& mn, FR (S,, k n) 为 对 称 伯 努 利 随机 游 动 . 
4 


M,-— max 9 ^", — min S 
i Ox kxn i B Ox k«n : 
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证 明 
(Mn — O5, Sn — fa, 94) Es (—ma, Mn, 94) Es (Ma, 一 ?my S4), 
Hop 4E 表示 相应 的 三 个 随机 变量 的 分 布 相同 . 


. ix 9o — 0, Ok ES & ccce Ék, k 2 l, 其 中 &,€2,: 为 独立 随机 变量 ， 有 


P{é: =1}=p, P{ék = —1}=4g, p- q — 1. 证明 
E ien LL -mj -OUAPU, 
AK'rB u- N-(n— m)/2, 而 v= (n -- m)/2, 并 由 此 推出 , 24 p — = 1/2 和 
m X N 时 ,有 
PÍ max 5, — N, S, — m) — P(S, 2 2N — m) - P(S, 2 2N - m « 2]. 


1&kszn 


. V6 62, 为 独立 随机 变量 的 无 穷 序列 , 有 P{&; 21) 2 PS = -1} = 1/2. 


Sg —0, S, — & £4, 并 且 对 于 zeZ = {0, 土 1, 土 2,…}, 定义 时 刻 (时 刻 
0 之 后 首次 到 达 状 态 z 的 时 刻 ) 
ei(z)-—inf[n 25 0: 5, = 7}, 
如 果 (Y = e, 则 令 ol(z) = oo. 
证 明 , 对 于 z= 1,2,:…., 有 
9—2n—1 


Píoi(z) > n} = P{ max Sk < z|， Pío;(1) 2 2n £1) — Cz, 


Píoi(z) 2 n] = za nog P{o1(1) > n] = 27" c7. 


注 : 关于 独立 随机 变量 无 穷 序 列 &1,&,:… 的 存在 性 问题 , 见 《 概率 ) 第 一 
卷 第 一 章 第 5 市 第 1 小 市 . 
设 上 题 中 的 条 件 成 立 , 除了 定义 o1(z) 之 外 , 再 定义 时 刻 


ck(zx) = inf{n > ey i1(z): Sn —x) k=2,3,..., 


如 果 [) = e, 则 令 ok(z) = oo. (这 一 时 刻 的 含义 是 清楚 的 , ck(z) 就 是 第 k Xx 
等 于 z 的 时 刻 .) 
证 明 ， 对 于 T, — 12, vt9, 有 
Píci(0) 2 2n) 2 27?n*1n-1C2-l, P{o1(0) < oo) = 1, 
P{01(0) > 2n] 227?"C2, = P(S2, =0},  Eoi(0) — oo. 
再 证 明 , 01(0),02(0) 一 e1(0),03(0) 一 02(0),… 形成 独立 同 分 布 随机 变量 序列 . 


(这 一 性 质 是 “再 生 周期 ” 方法 的 基础 , 该 方法 被 广泛 地 应 用 于 随机 游 动 的 研究 ， 
更 详细 的 论述 参阅 本 书 附录 第 7 节 .) 
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11. 设 66 与 上 题 中 的 相同 . 令 


La(x)-— 4k, 0ck&£n: Sk= 2}. 


— 就 是 随机 游 动 [Silo-kcs 到 达 状 态 x 的 时 刻 的 数目 , 其 中 xz 0,341, 


.; 试 比 较 第 七 章 第 9 节 第 8 题 中 所 引 人 的 类 似 变量 NS (x), 亦 可 参阅 本 章 
9 m 3 题 . 两 个 变量 Zn(z) 与 Nn(z) 通常 被 称 为 时 间 集 合 (k: Oc kn] 
中 位 于 状态 z 的 局 部 时 .) 
证 明 , 对 于 大 = 0,1,… ,m 有 


P{L2n(0) =k} — P{L2nt+1(0) = k} = 2 tC y 


PU = = E 


k—1 
P{L2n(0) < k) = P(ox(0) > 2n) = 277" 3 2C, 
j-0 
OD ac TOR 
P{Ln(z)=0}=P{o(z)>n}= V2 cO )/ 2 


j—n-1 
而 对 于 z = 土 1, 土 2,…, 有 


2|z| — 1 


P1L,., (o) (z) -— 0) a 2|z| , 





EL, (o) (x) e T. 


(变量 o1(z) 的 定义 见 第 9 题 .) 
12. 在 上 题 中 的 条 件 下 , 令 


p(n) = mind k, Oxzkzn: Sy,Q,— m Sy} 


证 明 
/A OE Bt | 


2[k/2] 一 2m 一 2[K/2] 
P{p(2n) — kj = 
Cn ! gom. k — 0. 


811. 8. BA BREL S BOR E Ir FH 


1. 29442: «x2. XN HITS, Z2; — (Oy; nx X y 可 测 的 变量 ,1 < k x n. 
证 明 , 按照 如 下 方式 定义 的 序列 = (£x, Zx)ieken Je h: 


ek = Y( — E(n | 2,.1)). 


[一 | 


提示 : 直接 验证 E(£4-—6€x| 2x) = 0. 





$11. S. 著 对 随机 游 动 的 某 些 应 用 . 47 . 


2. Am Tn. 为 随机 变量 ， 有 Em = 0, E(nx|m,--- ,Nk—1) = 0, 1 < kgn. 令 
&-—m, 


k 
Ek+1 Ee >》 fin, dii T). k < n, 


其 中 所 (m1,… ,ni) 为 某 些 函数 . 证 明 , 序列 € = (es)uneken 为 蒜 . 
3. 证 明 , 任何 蒜 序 列 £ = (£k, Zk)izken 都 具有 增 量 不 相关 性 , 即 着 4a <58<c< d, 
那么 就 有 
cov(ta— £c, €y — £4a)=0. 
(再 次 强调 一 下 , 本 章 括号 内 的 随机 变量 都 只 了 到 有 限 个 值 .) 


4. 设 <= (££) 为 某 个 随机 变量 序列 , 其 中 & 为 2, 可 测 (21 « 25 « 
2,). 证 明 , 为 了 该 序列 关于 (2x) 是 蒜 , 必须 目 只 需 , 对 于 任何 关于 2 的 停 时 
r, 都 有 Et, = Et. (“对 于 任何 停 时 ”可 以 换 为 “对 于 任何 只 取 两 个 值 的 停 时 ”.) 
提示 : 设 对 于 任何 只 取 两 个 值 的 停 时 7, 都 有 Ec, = Et. BOE ke {1,:…， 
n 一 1},， 4 ec ,考察 停 时 


k, 如 果 €x (Ww) g A, 
T(w) = 
5 十 1， 如 果 £(w)c A. 
证 明 E£. = E&I 十 B&xIa Z8 E£xiiIA — E£xIA. 
5. 证 明 , 如 果 & = (£x, )ixksn 是 蒜 , c 是 停 时 , 则 对 任何 k < n, 都 有 
E[£,7(,—,,] = E[£kI p]. 


6. 设 £ 一 (£x, Ük)ick«n 5 7) — (Wk, Z)izken Je PT SR, 其 中 Ci eu 0. 证 明 


Eénrm = >》 E(€k — &-i) i — nk-1); 


ka 
特别 地 , 有 
E£? = 》 了 (和 — &-i)?. 


k--2 
7. 3X 和 1,… ums 为 独立 同 分 布 随机 变量 序列 有 En; = 0. 证 明 , 按照 如 下 两 种 方 
式 所 定义 的 序列 £ — (£kük«n 都 是 著 : 


k 2 
H "2 EAM E 
£, 一 (> s) kEq; 和 £&- (Eexp(Àmp* 
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11. 
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. 设 muc ,7n 为 独立 同 分 布 随机 变量 序列 , 取 值 于 CHER) 集合 Y. 令 fo(y) = 


P(m y) 20, y €Y, 而 fi(y) 为 非 负 肾 数 , 有 2, hy) = 1. 证 明 , 如 下 所 定 
yc 
义 的 序列 上 = (£k, Z)iskea JE: 


Rim) --- Rink) 
fo(m) --- fo(m)' 


(变量 & 称 为 似 然 比 , 在 数理 统计 中 起 着 重要 作用 .) 


— Jy. 
Ek es A T Soi ghe 


.将 序列 € = (£&, Zx)oek«n 称 为 上 蒜 (F3), 如 果 P-a.s. 地 有 


E(f£k4i1| 2x) Ek (26&), O&kxn. 
证 明 , 任何 上 著 (PR) 都 可 以 (唯一 地 ) 表示 为 
£y — my —ay. (Fax) 


的 形式 , 其 中 m = (mx, £xoszk«as Je, 而 a = (ax, Zx)oxen 是 这 样 的 非 降 序 
列 , 其 中 ao = 0, 而 对 于 所 有 上 之 1, 变量 ax 都 是 2, , 可 测 的 . 


设 t 一 (£k, Zk)ozk«n 写 二 (nk, Z.Yocken je E35, 而 T AORTA 8 (Zk)ock«n 
的 某 个 停 时 , 并 且 有 P[£. 2 9) = 1. 证 明 , 按照 如 下 两 种 方式 “转换 ”而 成 的 
序列 C= (Cx, Zx)ock«n fiie E95: 


Gk = &kI(T > k) + gkI(7 & k) 


或 
Ck = €kI(T 2 k) + m(r < k). 


Ut 上 = (Ex, Zk)ock«n J& P3, 有 


Ek = 》 Ta 


mk 


其 中 ASQ € 24. 试 求 该 下 款 的 杜 布 分 解 . 
设 上 = (£x, kJi<kcn Je FRRO, 证 明 如 下 的 最 大 不 等 式 : 


Bmaxti < (1+Eét nt 2)), 


其 中 In* z = max(In z, 0). 


四 原文 为 : 设 上 = (Es, Ze)icken 一 一 译 者 注 . 
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$12. 马尔 可 夫 链 . 遍历 性 定理 . 强 马尔 可 夫 性 . 
1. 设 上 = (&,6,--,€,) 为 取 值 于 X 的 马尔 可 夫 链 ，f = f(z) (x € X) 为 某 


个 函数 . 试问 ， (f (£o), f(£&i).- - f (én)) 可 否 形 成 马尔 可 夫 链 ? «Rz [n] " 序列 
(Ei Cnets uds ; £o) 可 否 为 马尔 可 夫 链 ? 


. 设 王 = |lpijjl, 1 和 27<m JESEDBEE, 是 它 的 一 个 特征 值 , 亦 邵 方程 detjlP — 


AE| = 0 的 根 . uEBH, A; = 1 是 一 个 特征 值 , 而 其 余 的 根 X2，… ,和 的 绝对 
值 都 不 超过 1， 在 此 ， 如果 存 在 n, 使 得 P^ > 0 ( 意 即 所 有 p? > 0), 则 有 
| < 1, i = 2,… ,7. 再 证 明 , 如 果 所 有 和,… ,和 互 不 相等 , 则 转移 概率 pO? 
满足 关系 式 

pt? = Tj ai4(2)45 + + Qi (TX, 


其 中 zj;,ai;j(2),… ,aij(7) 均 可 通过 和 矩 阵 P 的 元 素来 表示 . (通过 这 样 一 个 代 
数 变换 , 可 以 得 到 关于 马尔 可 夫 链 的 渐 近 性 质 的 分 析 , 特别 地 , 可 以 推出 , 如 果 
Pal < 1… , [Ae] < 1, 则 对 每 个 5, 都 存在 不 依赖 于 i 的 极限 lim p[^.) 


= (&0, 1,… ,én) 为 具有 (有 限 ) 状态 空间 X. 的 齐 次 马尔 可 夫 链 , 其 转移 概 
率 矩 阵 为 正 = ||pzyll. 我 们 记 


Te(z) = Elp(&1) | &o — a] (- > vns, 
为 一 步 转移 算 子 . 设 非 负 函 数 p = p(z) 满足 方程 
To(z)— (x), Zz EX, 
亦 即 为 “调和 的 ”. 证 明 , 随机 变量 序列 
C = (Gk, Zt )o«k«n 
JERSR, 其 中 0 = e(£). 2t = 2s... 


4. | € — (&, II, P) 80 £ = (&,, x P) 是 两 个 马尔 可 夫 链 ， 具 有 不 同 的 起 始 分 


fg II — (pb , pc) 9H IL — (fy, , P). 记 I = (pf?,..., 


(p... KON 证 明 , 如 果 min pij 2 e» 0, 则 


> lj — pi™ | < 20 - rey". 


提示 : 采用 数学 归纳 法 , 对 n 归纳 . 


. 设 PP 与 8@ 为 两 个 随机 矩阵. 证明, PQ 和 aP + (1— o)Q 也 是 随机 和 矩阵 , 其 中 


0 € ox l1. 
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我 们 来 考察 齐 次 马尔 可 夫 链 (££, 6), 其 状态 空间 为 X = (0,1), 转移 概 
AB [EE 
[ — Q Q 
8B 1-8] 


其 中 0<a<1,0<pB<l. 令 S,—£o t r£. 推广 棣 英 弗 - 拉 普 拉 斯 定 
理 (第 6 9), 证 明 


Sn 一 ——n 
Ip -so = 
nag(2—o—8) 
V (et) 


并 验证 : 如 果 o -- 8 — 1, 而 且 £o, £1, 6s 相互 独立 , 则 上 述 表 达 式 演变 为 





25 <zj 一 sa n oo. 


. Wt £6, £v. 为 相互 独立 的 伯 努 利 随 机 变量 序列 有 PI& = 1) = P(& = 


—1) = 1/2. XE X. m0 = £o, fj. — -ten 1 € n x N. 试问 : 

(a) 序列 (no, m,--- ,nN) 是 否 为 马尔 可 夫 链 ? | 

(b) 如 果 令 人 = £,, (4 = 各 -iT 和 mn 志和 ,那么 序列 (00,1, CN) 是 
否 为 马尔 可 夫 链 ? 


. 设 X1,…… ,Xn 为 独立 同 分 布 随机 变量 , 将 它们 排 为 非 降 变 列 ( 即 按 非 降 顺 序 排 


列 ), 得 到 顺序 (秩序 ) 统计 量 XU, XS). (BB XI? = min(Xi,-- ,Xn},…， 
XC) 2 max[X;,-.., X,). 如 果 有 X, = … = Xi = min{X1,… ,Xn} 9, nfi 
à < «i, 则 以 X, 作为 xO. 这 种 约定 亦 在 其 他 场合 下 被 采用 , 可 参阅 第 
二 章 第 8 节 第 19 题 .) 

尽管 Xi X, 相互 独立 , 它们 的 顺序 统计 量 X09... x CO 却 是 相依 的 . 

证 明 , 如 果 X; 一 共 只 取 两 个 不 同 的 可 能 值 , 则 它们 的 顺序 统计 量 形成 马尔 
可 夫 链 . 并 举例 说 明 , 当 X; 可 取 三 个 不 同 值 时 , 这 一 结论 未 必 成 立 . (我 们 指出 ， 
如 果 x; 的 分 布 连续 , 则 变 差 序 列 恒 为 马尔 可 夫 链 , 参阅 第 二 章 第 3 节 .) 


中 原文 为 : 如 果 有 X, = … = Xi = min{X1,… ,Xk} 一 一 译 者 注 . 
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r € [0,1]} 为 [0,1] 上 的 有 理 数 集 , x 为 代数 , 其 中 的 每 个 集合 都 
是 有 限 个 互 不 相交 的 如 下 形式 的 集合 A 的 和 : (r: acr cb (r: a&mr« 
b) (r: a«r&b), (r: a&r«b), fi P(A) 2b—a. 证 明 , P(4), Ac o 是 
集合 的 有 限 可 加 哨 数 , 但 不 是 可 数 可 加 的 . 


. 设 Oo 为 某 个 可 数 集 , n 为 它 的 子 集 的 全 体 . 令 (4) = 0, 如 果 4 为 有 限 子 集 ; 


A(4) = oo, 如 果 A 为 无 限 子 集 . 证 明 , p 为 有 限 可 加 的 , 但 不 是 可 数 可 加 的 . 


. 设 4 为 (9, 多 ) 上 的 可 数 可 加 的 测度 , 证 明 ， 


(a) 如 果 A, T A, 则 1 (As) TAI) 

(b) 如 果 A, | A, 并 且 对 某 个 k, 有 u( Ak) < oo, 则 u(As) 1 (A). 

(c) 如 果 pp 为 有 限 测度 (p(Q) < oo), 而 4 = lim A,, 意 即 A = limA, = 
limA,, 则 p(A) = limp(A;). 

(进一步 的 讨论 见 第 15 题 .) 


im4 = (| f 4e EA, = (LJ A 


n—1k-—n n—1 k=n 
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c 


全 
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验证 对 称 差 的 下 列 性 质 : 


(AAB)AC-—-AA(BAOC), 
(AAB)A^A(BAC)—-AAQC, 
AAB-C e A=BAC. 


. 证 明 , 按照 如 下 方式 定义 的 “有 嘲 离 ”pi(4, B) 和 p2(A, B) 满足 三 角形 不 等 式 : 


e1(4, B) — P(A A B), | 
P(A A B) 
p2(A, B) = | P(AUB)' AUR P(AU B) 4 0, 


0, 如 果 P(AU B) = 0, 





其 中 A 人 B 是 集合 4 与 B 的 对 称 差 . 
提示 : 利用 包含 关系 AACC(AAB)JU(BAC). 


. 设 1 为 代数 of 上 的 有 限 可 加 测度 ， 集合 41, 42,… € x 两 两 不 交 , 且 4 = 


95 A, € af. 证 明 , jp(4) > 55 HA(4i)， 

i—1l ?一 二 

证 明 ， 
lim sup A, = liminf A4, liminf A, = limsup 4，， 
lim inf A, ClimsupA,, limsup(A4, U B,,) = linsup A, Ulimsup B,, 
liminf(A, NM B4) = liminf A, lim inf B,, 


lim sup 4 N lim inf B,, € limsup(A,, Nn B4) € limsup A4 nlimsup B4. 
如 果 As TA 或 A, | A, Dt] 


lim inf A, = lim sup A,. 


. 3X (r4) 为 实数 列 , A, = (—00, r4). 证 明 , TE x — limsupz, 5E A = limsup A, 


之 间 存 在 关系 (一 00, x) € A € (—-oo,z]. (换言之 , A 等 于 (—00,2) 或 (一 oo, z].) 


. ALAS 为 集合 0 的 子 集 序列 . 证 明 ， 


linsup( A4 MÁ4 441) = limsup(A541VA4) = (limsup A4) V (lim inf A, ). 
试 举例 说 明 , 对 于 可 以 取 值 +oo 的 测度 , 一 般 来 说 , 不 能 由 它 的 可 数 可 加 性 推出 
它 在 空 集 &g 处 的 连续 性 . 


E 4h1,… ,4 为 多 中 的 某 些 事件 . 称 该 事件 组 为 可 交换 的 (exchangeable 或 
interchangeable), 如 果 对 任何 1 < 1 < n HER 1xàc- «à xn 都 有 
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13. 


14. 


15. 
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P(Ai n---n A4) 彼此 相同 (= pi). 证 明 , 对 于 这 样 的 事件 组 , 有 如 下 的 CRUS) 
公式 成 立 ( 试 与 第 一 章 第 1 节 第 12 题 作 比 较 ): 


P (U 2 = np 一 Cspa 十 Copa — + (-1)^ pa. 
i 


设 (Ak)x>1 为 可 交换 事件 的 无 穷 序 列 , 亦 即 对 任何 n 2 1, 任何 数组 1 à < 
eO «dnm, 都 有 了 (4;, 门 …: 门 Ai) 彼此 相同 (= pi). 证 明 ， 


P (limA,) =P (A ^| = lim pi, 
P (EmA, ) = (U A ge. dm ( AY A' (po), 
i—1 
其 中 po 二 1, A (pn) — Pn41 ^ Pn; A!(pn) = AT(AU (p,)), l 2 2. 
设 (hn)n>1 为 某 个 集合 序列 , T(4) 是 集合 4 的 示 性 函数 . 证 明 ， 
(a) I (IimA, ) = lim7(A4) I (lim, ) x limI(A;). 


(b) EmI(A4) — limI(A4) = I(IimA;, V linA, ). 
" n "n " 


( 续 第 3 题 ) 设 uM (0, 多 ) 上 的 可 数 可 加 的 测度 , 证 明 ， 
(a) u(limA,) < limu(A,). 
(b) 如 果 /为 有 限 测度 (u(Q) < oo), 则 


plimAn) > limu(A;). 
(c) 对 于 概率 测度 (1 = 了 ), 有 (关于 集合 的 法 图 引 理 ): 
PlimA,) < linP(A,) < limP(A,) € P(limA, ). 


由 此 推出 关于 概率 P 的 “连续 ” 性质 2) 与 3) (第 2 节 中 的 定理 ) 的 推广 : 
如 果 A = lim. A,( 即 lim A; = lim A, = A), 则 P(4) = lim P(A;). 


记 A* —lim A4, A, = lim A4. 证 明 , P(A,, — A,) — 0, P(A* — A) 0. 


17. 设 集合 A. 一 4 ( 意 即 A = A* = A,, 参阅 第 16 题 ). 证 明 , P(A A A4) 一 0. 
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18. 设 集合 A. 按 如 下 意义 收敛 到 A : P(A 人 limA;) = P(AAlimA,) = 0. 证 


BH, P(4A A4) 一 0. 
19. 设 Aj 41,… 与 Bo, Bi 都 是 集合 O 的 子 集 . 证 明 , 对 称 差 满 足下 列 性 质 : 


Ao A Bo = Ao ^ Bs, 


Ao A^ (U s. € LJ(4o A^ Bs), 


nal nail 


Ao A^ 6 s. 2 (Go ^ Bx), 


nal 


U 2. C LL J(As ^ Ba), 


nal 


| 
(nN ^. ^ [nN 2. E LA AR) 


n>1 
20. 设 A, B,C 为 随机 事件 , 证 明 
IP(An B) - P(ANO)| < P(BAC). 
21. 证 明 , 对 于 任意 三 个 事件 4, B 和 C, 它们 之 中 恰好 发 生 一 个 事件 的 概率 等 于 
[P(4)+P(B) + P(C)| = 2[P(AB) + P(AC) + P(BC)]| - 3P(ABC). 

( 试 比 较 第 一 章 第 1 节 第 13 fL) 

22. 设 (hn)nz1 是 多 中 的 某 个 事件 序列 , 使 得 
>》 P(4。A As) < oo. 
证 明 ， 
P((linA;) ^ (limA,)) = 0. 
23. 证 明 , 等 于 任何 两 个 事件 4 和 B, 都 有 
max(P(A), P(B)) < P(AU B) « 2max(P(A), P(B)) 


和 
P(AU B)P(An B) « P(A)P(B). 
何 时 等 号 成 立 ? 
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25. 
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设 (An)nz1 5 (B&)n21 是 两 个 事件 序列 ， 并 且 对 每 个 n 2 1; 都 有 Án c B4, 证 
HH (A, io. C (B4io.O | 


仍 设 (An)n21 5 (Ba5)n21 是 两 个 事件 序列 ， JF H. 
P[íA,io]-1, PÍB,io.- 0. 


证 明 PLA, mn B, io.) — 1. 
试 举 出 两 个 有 限 测度 jp 和 us 的 例子 ( 即 有 15 (Q0) < oo, ua(Q) < oo), 使 得 满 
足 条 件 v2u,v2u. 的 最 小 测度 v 不 是 max(ja，1a), 而 是 ja 十 Ha。 
设 在 可 测 空间 (Q, 多 ) 中 给 定 了 一 列 概率 测度 P,,P2,..., 使 得 对 每 个 Ac Z, 
都 有 
P4(A) — P(A), 

其 中 P(4) 是 4e 多 上 的 某 个 集合 函数 . 试 证 明 如 下 结果 ( 布 塔 尔 - 汗 -萨克斯 
X JP): 

(a) P = P() 是 (0,.2) 上 的 概率 测度 . 

(b) 对 于 多 中 的 任何 满足 条 件 Ak 1.0 (k 一 oo) 的 集合 序列 41, 42,…, 都 
有 sup P(Axr) | 0, k — oo. 
试 在 (R,Z(R)) 上 构造 一 列 测度 us = pn(4), A € Z(R), n 2 1, 使 得 对 于 每 个 
A € Z(R), 序列 (jm.(4))w>1 都 是 下 降 的 , 然而 v(4) = lim us (A), A € H(R), 却 
不 具有 可 数 可 加 性 , 从 而 不 是 测度 . 
设 (©, 多 ， P) 为 概率 空间 ， (An)n21 为 一 列 事 件 . 设 P(A,) 2c» 0, n2 i" ER 
A — limA,. 证 明 P(A) > c. 
( 惠 更 斯 问题 )JA, B LA SEBILRBE OS RC. 如果 A 在 B 抛 出 7 点 之 前 抛 出 6 
点 , 则 A JA, 否则 就 是 B AA. 如 果 A 先 开始 , 试 求 他 赢 的 概率 PA. _ 

提示 : 以 Ax 表示 A 在 第 上 +1 次 抛掷 时 取胜 的 事件 , 则 有 PA = 2- P(Ax). 
(本 题 答案 为 : P4 = 30/61.) 
i Q 为 由 至 多 可 数 个 元 素 构成 的 集合 , 多 为 它 的 子 集 形 成 的 某 个 o- 代 数 . 证 
BH, 一 定 存在 一 个 分 割 2 = (Di, D>,,:…} CU Di = 1, DiND;= 0,17 和 
N = {1,2,…】}), 使 得 多 可 由 2 生成 : 


s- {UD uen) 
ic M 


( 试 与 第 一 章 第 1 节 第 3 小 节 关 于 有 限 集合 9 情形 下 的 断言 作 比 较 .) 

















$2. 
. 设 名 与 多, 是 空间 Q 的 子 集 的 两 个 cc- 代数. 试问 : 如 下 两 个 集合 类 是 否 也 是 


. 设 2 = {Di, D2,:…… 


第 二 章 概率 论 的 数学 基础 


提示 : 可 以 通过 在 0 中 考察 由 如 下 的 等 价 关 系 “wi wa? BDERUM AES 
来 构造 2: 


wi~w2 < {wi € 4SOw2 € 4 对 于 每 个 Ae 多 }. 
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0- 代 数 : 


4 0489 z (A: A€4,HAc 4j 
Up 三 {14: A c 4, 3X, A c 403)? 


设 多 v 2, 是 由 oo- 代数 20, 和 8。 中 的 集合 所 张 成 的 最 小 o- 代 数 o (2, , 225). 
证 明 , 多 1 v 25 重合 于 由 所 有 形 如 Bi nn Bo 的 集合 所 生成 的 oc- 代数 , 其 中 Bj < 
4 Wl Bo e 4. 

提示 : 验证 0456 o- 代 数 , 举例 说 明 22. U 5 不 是 o- 代 数 . ( 设 空 间 O 
为 一 个 3 点 集 , 即 可 构造 出 所 需 的 例子 .) 
.) dé 0 的 某 个 可 数 分 割 , 而 多 —c(2). 试问 o- 代 数 多 的 
努 为 多 少 ? 

提示 : 可 以 确认 o- 代 数 多 具有 连续 统 的 势 , 因为 可 以 把 集合 D* = Du 
D2?U.…, 其 中 z=0 或 1 (GE zi;=0, 则 DY: — o, 而 若 x; — 1, B] D? = D;) 
视 为 由 0 和 1 所 构成 的 序列 x = (z1, zx2,…), 这 类 序列 的 全 体 具 有 连续 统 的 势 . 


. 证 明 


BR") & Z(R) = Z(R^*!). 


-证明 ,集合 9) ~ 人 (参阅 第 4/5) 属于 a (Rr) 


提示 : 为 了 证 明 , 例如 , 性 质 (b), 应 当 指 出 
[e oo OO 1 
r: lim xX» <ar= : Tn <a++—y. 
| " j [! U Nt lj | kJ 


(换言之 , lim zn < a e VkeN, 3me N: 当 n>m 时 ,有 zs<at+.) 类 
似 可 证 性 质 (c) ~ (f). 


. 证 明 , 集合 hz 与 As (参阅 第 5 小 节 ) 不 属于 B(R”). 


提示 : 与 证 明 集 合 4i 的 情形 类 似 , 关于 A. 与 As 的 证 明 也 采用 反 证 法 . 


. 证 明 , 函数 (18) 事实 上 给 出 了 一 个 测度 . 
. 证 明 , B80(R") = B(R"), n 2 1, 并 且 Zio(R99) = B(R”). 
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8. IE C = C[0,00) 为 定义 在 上 > 0 上 的 所 有 连续 函数 x = z(t) 的 空间 . 证 明 , 关于 
距离 


p(z, Yy) = > > min( s E. [zz — ucl, 1), z,y €C, 
该 空间 (5 C = C[0,1] 一 样 ) 是 一 个 波 利 希 空间 , 亦 即 可 分 完备 的 距离 空间 , 并 
且 由 它 的 所 有 开 集 所 生成 的 o- 代 数 Bo(C) 重合 于 由 所 有 的 柱 集 所 生成 的 o- 代 
数 aC). 
9. 证 明 , 条 件 组 {( 和 ,), (Xs), (Xe)} 与 条 件 组 (O4), 0$), 02)) 相互 等 价 (参阅 《 概 
率 》 第 一 卷 第 二 章 第 2 节 定 义 2 与 注 2). 
10. 试 由 定理 1 推出 定理 2.9 
11. 证 明 , 定理 3 的 证 明 过 程 中 的 系 Rm 
12. 称 c- 代 数 是 “可 数 生成 的 ”或 者 “可 分 的 ”, 如 果 它 是 其 个 可 数 的 集合 类 所 生成 
的 . 
(a) 证 明 , Q = [0, 1] 的 博 雷 尔 子 集 的 o- 代 数 多 是 可 数 生 成 的 . 
(b) 作为 例子 , 证 明 , 两 个 c- 代 数 多 与 多 可 能 如 此 : 多 1 C Zz, 而 2 为 
可 数 生 成 , 但 .多 却 不 是 可 数 生成 的 . 
13. 证 明 , 为 了 c- 代 数 dw 是 可 数 生 成 的 ,必须 且 只 需 , 对 于 某 个 随机 变量 X, UH 
4 —o(X) (o(X) 的 定义 见 第 4 节 第 4 小 节 ). 
14. 证 明 ， peut. 为 独立 随机 变量 族 , 如 果 对 于 每 个 n > 1, 都 有 c(Xn) 5 
c(Xi,--- ,Xn_1) 独立 . 
15. » is 多 ， 为 完备 的 概率 空间 (参阅 第 3 节 第 1 小 节 和 第 34 题 ), 多 是 多 
0- 代 数 (4 C S). 而 (6,)u2i 是 多 的 非 升 的 子 c- 代 数 序列 (6 2 名 2 
6s € V, n 2 1). 假设 所 有 的 子 c- 代 数 都 已 经 被 多 中 的 P 测度 为 0 的 集 
合 完备 化 了 的 那么 , 乍 一 看 来 , 似乎 应 当 有 如 下 的 关系 式 (至 少 精 确 到 零 测 集 ) 


《概率 了 》 第 一 卷 第 二 章 第 2 节 中 的 定理 1 为 : 如 果 o 是 代数 , 则 有 
L(A) = a(sf), 


其 中 aor) 是 包含 w 的 最 小 单调 类 . 此 处 要 求 利 用 这 一 定理 , 证 明 如 下 结论 : 

(a) 任何 n-A-2& & 都 是 o- 代 数 . 

(b) 如 果 2 是 集合 的 关系, 则 有 X(E) = dlE) = o(4). 

(c) 如 果 6 是 集合 的 n, 而 .2 是 AUR, 使 得 8 C v, WM o(8) c2 一 一 译 者 注 . 

OE 337: 设 8 是 2 中 的 集合 所 成 的 r- 系 , 而 2€ 是 这 样 的 一 些 2- 可 测 的 实 值 函数 所 成 的 
集合 , 有 : (h1) 如 果 A c 8, 则 rA € 2€; (h2) 如 果 fe 2€, h c 2€, WI f --h c 2€; (h3) 如 果 
hn € €, n Zl, h, 1 h, Bl h.e ot. SEA E ot 中 包含 了 所 有 o(e)- n IHR IE SCERRRC 在 该 定 
理 证 明 中 构造 了 集合 类 v—l[AcX: IAc2C), 此 处 要 求证 明 v X X & —— VERI. 
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成 立 
(lo, &) -人 ne). (*) 
或 者 表示 为 
(Y V éóu)—-4 Vv (14. | (xx) 


其 中 乡 v 6 mc(9, &) 是 由 乡 和 6, 中 的 集合 所 生成 的 最 小 o- 代 数 ; 任何 
两 个 完备 化 了 的 属于 多 中 的 o- 代 数 otn 与 26s (精确 到 零 测 集 ) 的 相等 , 是 指 : 
XT Ae, 都 能 找到 某 个 Be 26, (反之 , 对 于 每 个 B e 26, 都 能 找到 
某 个 4 e 246), 使 得 P(A A B)=0. 

然而 ,下面 的 来 自 [22] 的 例子 却 表 明 , 事实 并 非 如 此 , 一 般 来 说 , 取 上 运算 
(v) 与 取 交 运算 (0) 是 不 能 交换 的 ，. 

(a) 设 &0,&1,&2,… 为 独立 们 努 利 随机 变量 , 有 P{é&; = 1} = P(£&j = -1} = 
1/2. & X4 — £g&--- £4, 以 及 


= g(&1,€2,::-), én = G( Xx, k » n). 


证 明 , 在 这 里 有 
门 c(G, &) zc (s ne. | 


提示 : 验证 , 随机 变量 6 是 关于 (1, 0(4, &)(— e(9, &)) 可 测 的 , 但 同时 
却 与 o (9, 门 , 8,) (= 4) 中 的 事件 独立 . (进一步 的 讨论 见 第 七 章 第 4 节 第 25 
题 .) 

(b) 对 于 o- 代 数 的 取 上 运算 (v) 与 取 交 运算 (nn) 的 不 可 交换 性 , 可 以 (不 依 
赖 于 (a) 中 的 断言 ) 更 为 简单 地 直接 推出 (参阅 [131]): 设 & 与 & 如 (a) 中 的 随 
机 变量 ( 即 相 互 独立 的 对 称 的 伯 努 利 随机 变量 ), 而 44 = o(£1), & —-o(£2), 4 — 
c (£1£2), 则 


(4vé)n(Vvé)z*€v(énée) H (GNG)V GNG) AGN(G v6). 


Wow 与 o) 是 两 个 相互 独立 的 集合 类 , 并 和 目 都 是 Gg. 证 明 , o(.24) 与 o() 
也 是 相互 独立 的 . 试 举 出 两 个 相互 独立 的 非 关系 的 集合 类 的 例子 , 对 于 它们 ， 
c(24) 与 a(s55) 不 相互 独立 . 

设 是 7- 系 , 证 明 , (4Be2, 4nB=gO) — (AUBe £). 

设 多 与 9 是 QQ 中 的 子 集 的 两 个 c- 代 数 . 9 


d( 多 ]，.G2) —4 Sup |P(41 45) — P(A:1)P(A5)]. 
A1€4,, A2€, 
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证 明 , 这 个 用 来 刻画 多 ; 与 .2 之 间 的 相关 程度 的 变量 具有 下 列 性 质 : 

(a) 0 € d(F1, 972) « 1. 

(b) d(.41, 22) =0 当 且 仅 当 旬 5 多 相互 独立 . 

(c) d(J1, 42) = 125 ELDOH 多 与 . 锡 的 交 中 含有 概率 等 于 1/2 的 事件 . 
利用 定理 1 的 证 明 方 法 , 证 明 , 包含 集合 类 8 的 入 系 XME) 和 A- 系 xr(@) 的 存 
在 性 与 唯一 性 . | 
Wb 是 集合 的 某 个 代数 , 具有 性 质 : 任何 不 交 的 集合 序列 (As)21, 只 要 4。< 
ar, 就 有 U As € af. 证 明 , yf 是 o- 代 数 . 


设 (多 ,)ws1 是 上 升 的 o- 代 数 序 列 , BU. Cuin > 1. 证 明 ， Ü £, (—R 
来 说 , 仅仅 只 能 ) 是 代数 


设 多 是 代数 (或 -代数 ), 集合 C 不 属于 多 . 我 们 来 考察 由 多 中 的 集合 和 集 
e C 所 生成 的 最 小 代数 (相应 的 , o- 代 数 ). 证 明 , 该 代数 (相应 的 , c- 代 数 ) 由 形 
如 (AnC)u(BnC) 的 集合 构成 , 其 中 A,Be 多 . 
E R-mRu[-oo)u(oo) 是 增 广 数 轴 直 线 . 博 雷 尔 c- 代 数 AR) 可 以 定义 为 由 所 
有 形 如 [-oo, x] (z € R) 的 集合 所 生成 的 o- 代 数 , 其 中 | 一 060, z| = [-oo)U(—-0o, x] 
( 试 与 第 2 小 节 中 的 定义 相 比较 ). 证 明 , 该 o- 代 数 多 (及 ) 亦 重 合 于 下 列 任何 一 
个 集合 类 所 生成 的 o- 代 数 : 

(a) [一 00, z), z € R, 或 

(b) (z,ool, z E R, 其 中 (z, oo] = (z, —oo) U foo), 或 

(c) 所 有 有 界 区 间 , (—oo) 和 (oo). 
考察 可 测 空间 (C, go(C)), 其 中 C = C[0, 1] 是 全 体 连续 函数 m = (mu), t € 10,1] 
的 集合 , 而 (C) 是 由 关于 距离 p(x,y) = Sup lc; 一 入 | 的 开 集 所 生成 的 博 雷 
尔 集 合 类 D 

(a) 证 明 , 空间 (C, 多 o(C)) 是 完备 的 . 

(b) 证 明 , 空间 (C, 多 o(C)) 是 可 分 的 . 

提示 : 为 了 证 明 此 处 的 结论 , 考察 伯 因 斯坦 多 项 式 是 有 益 的 , 参阅 第 一 章 第 
5. 

(c) 证 明 , 由 可 导 函 数 构 成 的 子 空间 C335(0, 1] c C[0, 1] 不 是 C[0, 1] 中 的 博 雷 
尔 集 . 
Bs 是 9 中 的 某 个 ( 非 空 的 ) 子 集 类 . 证 明 , 由 该 子 集 类 生成 的 代数 o) 可 
以 按照 如 下 方式 构造 出 来 . 

令 of 二 0U {0, 2), 而 对 于 nz>1, 令 


Anri = {AUB: A,B€ s). 
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则 有 eco cecec.ee 和 
a(a) = |] «. 
n—i 


如 果 o 是 9 中 的 某 个 ( 非 空 的 ) 子 集 类 , 则 第 25 题 已 经 给 出 如 何 构造 出 由 .ow 
所 生成 的 (最 小 ) 代数 aaro) 的 具体 办 法 . 
现在 我 们 按照 类 似 的 步骤 定义 下 列 集合 类 : 


A — WU {N, e), m= 4 04) Bu: Bi,Ba, € A p 
n-1l 


f — XUÍB: Bec s), .网 = 5 U B4: Bi,B2,:..€ v ; 
n-l 


e — AUIB : B € s), fe = sU U B: Bi,B5, .€ v, 
n—l 


可 能 会 认为 集合 类 a = U zf 就 是 由 集合 类 ot 所 生成 的 (最 小 ) o- 代 数 . 
然而 却 并 非 如 此 , 事实 上 , 一 般 来 说 , 虽然 恒 有 .gp。C o(o), 但 是 却 有 se Z 
c (259), 这 就 是 说 , 由 上 述 步 又 未 必 就 能 得 到 -代数 o (oro). 试 举 出 例子 , 说 明 存 
在 o(26) (严格 ) 大 于 ess 的 和 情况. 

提示 : 可 以 将 数 轴 及 上 的 所 有 区 间 的 类 取 为 .40. 

我 们 还 需 指出 , 即使 由 cus 出 发 , 再 按照 上 述 步 又 做 下 去 , 一 般 来 说 , 也 不 

能 得 到 o (9). 为 了 最 终 得 到 o (9), 必须 进行 超 限 归纳 (83.7); 关于 康 托 尔 
基数 ( 势 ) Ne, 连续 统 的 势 c 以 及 连续 统 假设 的 势 (c = NM) 参阅 [79] 第 一 卷 , 第 
235 页 , 或 第 二 卷 , 第 1068 页 . 
上 一 题 中 的 构造 和 结论 都 表明 , c- 代 数 的 结构 可 以 是 非常 复杂 的 . 勒 贝 格 曾经 
认为 "UR? 中 的 任何 博 雷 尔 集 B 在 坐标 轴 之 一 上 的 投影 一 定 是 RI 中 的 博 雷 尔 
集 ”. 1916 4E, 办 斯 林 给 出 了 一 个 反例 , 推翻 了 这 一 命题 . 试 尝试 构造 一 个 相应 
的 反例 . 

提示 : 办 斯 林 指 出 , 对 于 平面 上 的 某 些 具体 的 开 集 序列 4 , 42,…, 它们 的 
AE 站 4,。 在 坐标 轴 之 一 上 的 投影 不 是 博 雷 尔 集 . 

( 施 佩 纳 引 理 ) 设 A = {1…… ,n} 是 含有 n 个 元 素 的 集合 , {41,… Ak) 是 4 中 
的 这 样 一 些 子 集 的 族 , 其 中 任何 一 者 都 不 是 任何 别 者 的 子 集 , 证 明 , 这 种 子 集 的 
数目 OK 满足 不 等 式 Kor. 

设 8 是 9 中 的 某 个 子 集 类 , 多 = ofE) 是 8 所 生成 的 最 小 o- 代 数 . 设 Aes. 
试 利用 恰当 集合 原理 , 证 明 , 可 以 从 e 中 挑 出 一 个 可 数 子 类 ( 记 为 多 )， 使 得 
A € o(). 


在 距离 空间 (E, &, p)( 以 p 为 距离 ) 中 , 博 雷 尔 集合 的 o- 代 数 6 定义 为 由 所 有 





31. 


32. 


34. 


82. 代数 和 cc- 代 数 . 可 测 空 间 6] - 


开 集 的 类 所 生成 的 c- 代 数 (参阅 第 三 章 第 1 节 第 3 小 节 ). 证 明 , 对 于 某 些 距离 
空间 , 由 所 有 开 “ 球 ”的 类 所 生成 的 o- 代 数 页 严格 地 小 于 e (69 C 4). 

证 明 , 不 存在 具有 可 数 个 元 素 的 势 为 阿 列 夫 零 No 的 -代数 (其 势 与 全 体 自 然 数 
的 势 相 等 ). 事实 上 , 在 -代数 的 结构 中 , 或 者 仅 有 有 限 个 元 素 (参阅 第 一 章 第 1 
节 第 10 题 ), 或 者 必 具 有 不 可 数 的 势 . 根据 下 一 题 , R^. 中 的 全 体 博 雷 尔 集合 的 
势 为 连续 统 的 势 “= 2xo( 即 对 于 自然 数 集 的 全 体 子 集 的 势 )， 

设 c= 2 为 连续 统 的 势 . 证 明 , 全 体 博 雷 尔 集合 的 势 为 c, 而 全 体 勒 贝 格 集合 
的 o- 代 数 的 势 为 2°. 


. 设 B 为 赋 有 勒 贝 格 测度 和 的 数 轴 直线 上 的 博 雷 尔 集 . 将 如 下 的 极限 称 为 集合 


B 的 密度 : 
D(B) = Jim. A (B ue T]) (o) 
(假定 该 极限 存在 ). 
(a) 举例 说 明 , 存在 集合 B, 其 密度 D(B) 没有 定义 ((*) 式 中 的 极限 不 存 
t9 (b) 证 明 , 对 于 互 不 相交 的 博 雷 尔 集 合 Bi 和 Bo。, 有 


D(Bi+ B2) = D(B1) + D(B;). 


(c) 举例 说 明 , 存在 互 不 相交 的 博 雷 尔 集 合 序列 Bi, Bs,…, 它们 都 有 密度 ， 
但 是 却 (意外 地 ) 有 


D (U 5 天 2 ,D(Bj) 


(c- 代 数 的 完备 化 ) 设 (0, 多 , P) 为 概率 空间 . 我 们 说 该 空间 是 完备 的 (sx P s 
备 的 , 或 关于 测度 P 是 完备 的 ), 如 果 由 B e 多 并 且 P(B) = 0 可 以 推出 所 有 
集合 4 C B 都 属于 多 . 

以 AK 表示 OQ 的 所 有 这 样 的 子 集 N 的 类 , 对 于 每 个 这 样 的 集合 N, 都 能 找 
到 一 个 (自己 的 ) 集合 By € 多 ,有 P(By) = 0, 使 得 NC By.  £ (通常 也 写 
为 2P wSOX ) 为 所 有 形 如 AUN 的 集合 的 类 , 其 中 Ae, 而 New. 

证 明 ， 

(a) £ 是 o- 代 数 . | | 

(b) 如 果 B C 9, 并 且 存 在 多 中 的 集合 Ai 和 Ao, 使 得 A; C B C hz, 以 
及 P(A2MA1) = 0, 则 有 B e s. 

(c) 概率 空间 (Q, 多 , P) 是 完备 的 . 
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83. 在 可 测 空间 上 建立 概率 测度 的 方法 
1. iX F(z)— P(—oo,z]. 试 证 明 下 列 各 式 的 正确 性 : 


P(a, b] = F(b) - Fla), Pla,b)= F(b—) — F(a), 
Pla, b] = F(b) - F(a—), Pla, b) — F(b-) — F(a—) 
P(Izj) = F(z) - F(z-), 


E 


其 中 F(z 一 ) = lim F(y). 
2. 试验 证 公式 (7) 的 正确 性 .2 
3. 证 明定 理 2.9 


4. 证 明 , 了 上 的 分 布 函数 已 = F(x) 至 多 有 可 数 个 间断 点 . 而 对 于 有"” 上 的 分 布 函 
数 , 可 能 有 怎样 的 相应 结论 ? - 
提示 : 利用 事实 {z ER: F(x) F(x-)} = U ix: F(z) - F(z-)2 i 


而 对 于 Rn (n > 2) 上 的 分 布 函数 , 间断 点 集合 具有 可 数 的 势 的 结论 已 经 不 再 成 
立 . 作为 例子 , 可 观察 5 测度 : 


1, 如 果 0 e 4， 
60(A) = | 


A € BR"). 
0, 如 果 oA, 


5. 证 明 , 如 下 两 个 函数 都 是 右 连 续 , 并 且 对 每 个 变 元 是 上 升 的 , 但 却 都 不 是 R? 中 
的 (广义 ) 分 布 函数 : 
1l, rty20, 
G(z, y) = | 


0, r-4gy«0, 


G(z, y) = [r 4 y], 即 z - y 的 整数 部 分 . 
四 此 处 所 要 证 明 的 (7) SE: 
Aaib, o aub. Fa(t1,-- ,Tn) = P(a, E, 
其 中 (a, &] = (a1, bi] x … x (an &«], 而 Fn(z1,… 24) 是 Rn" 中 的 分 布 函数 , 且 


Aa,b; Fn(21,:-- Tn) 一 并 (ZL ,Ti1 bi Titly Tn) — Fn(31,7-- Til1, Qi, 2441,77 ,Tn) 


一 一 译 者 注 . 
名 此 处 所 要 证 明 的 定理 2 XY F— 本 (zi ,zn) dE R^ 中 的 分 布 国 数 . 则 在 (R^, 多 (R")) 中 
存在 唯一 的 概率 测度 P, 使 得 


P(a, b] = Aap .Aanbn Fn(T1;,:.. ,Tn) 





10. 


11. 


12. 
13. 
14. 


15. 


16. 


17. 
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. 设 n 是 某 个 连续 的 广义 分 布 函 数 所 导出 的 勒 册 格 -斯 蒂 尔 切 斯 测度 . 证 明 , 如 果 


A 为 至 多 可 数 集 , 则 有 HA(4) = 0. 


. 证 明 , 区 间 [0, 1]. 上 的 康 托 尔 集 A. 是 不 可 数 的 完备 集 { 即 为 闭 的 , 同时 又 稠密 于 


自己 的 , 或 者 说 没有 孤立 点 的 集合 ), 但 是 在 区 间 [0, 1] 中 却 无 处 稠密 , 并 且 它 的 
勒 贝 格 测度 为 0. 


. 设 (0, 多 , P) 为 概率 空间 , 为 Q 的 子 集 的 代数 , 使 得 多 = oo). 试 利用 适 


当 集合 原理 , 证 明 , 对 任何 s > 0 和 任何 集合 B c 多 , 都 存在 集合 4。e .xy, 使 得 
P(A. ^ B) & e. 


提示 : 4—-(BeZ:VvVe»0,3Acx: P(AAB)«e), uH] z 
0- 代 数 , 从 而 252 2co(s)-.. 


. WE P 为 (R^, Z(R^)) 中 的 概率 测度 . 证 明 , 对 任何 。 > 0 和 B e 多 (R"), 都 可 


以 找到 紧 集 A, 和 开 集 A. 使 得 A, C BC A», 并 且 P(A2MA1) & &. (这 一 事实 
在 定理 3 的 证 明 中 曾经 用 到 .) 

提示 : 考察 集合 类 
L € J(R"^): Ve > 0, 存在 紧 集 A1 和 开 集 As, | 

— | 并 且 A, 的 闭 包 Zs 为 紧 集 , 使得 AL C BC As 和 P(As\A1)<e| 
WEB] 多 是 o- 代 数 . 
验证 根据 公式 Pi(B) = P(Z.(B)) (定理 4, 公式 (21)) 所 构造 出 的 测度 族 (P) 
的 相 容 性 , 其 中 P 为 给 定 的 概率 测度 . 
试验 证 《概率 》 第 一 卷 第 二 章 第 3 节 中 的 表 2 和 表 3 中 所 列 人 的 “分 布 ” 都 是 
真正 的 概率 分 布 . 
证 明 , 第 1 小 节 注 2 中 的 类 or 是 o- 代 数 . 
证 明 , 第 1 小 节 注 2 中 所 引入 的 集合 函数 (4)，A € ur, 是 测度 . 
试 举例 说 明 , 如 果 测 度 no 在 代数 gt 上 是 有 限 可 加 的 (但 不 是 可 数 可 加 的 ), 则 
它 不 可 能 扩展 为 o(xf) 上 的 可 数 可 加 的 测度 . 
证 明 , 任何 在 Q 的 子 集 的 代数 o£. 上 给 出 的 有 限 可 加 的 概率 测度 都 可 以 扩展 为 
Q 的 所 有 子 集 上 的 有 限 可 加 的 概率 . 
设 卫 是 9 的 子 集 的 o- 代 数 多 上 的 概率 测度 . 设 集合 Cc 9, 但 Cg 多. WEB, 
测度 P 可 以 扩展 到 由 多 中 的 集合 与 C 所 生成 的 o- 代 数 oCcz,C) 上 (并 保持 
其 可 数 可 加 性 ). 
证 明 , 连续 分 布 函数 下 的 文 撑 supp F 是 完备 集 (定义 见 第 7 RED. 

注 : OR 上 的 分 布 函 数 FF 的 支撑 supp 互 定义 为 满足 如 下 条 件 的 最 小 闭 集 

G : p(R\G) = 0, 其 中 是 与 分 布 函 数 已 相应 的 测度 ; 亦 可 参阅 附录 第 2 $5. 
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试 举 出 supp F — R, 即 以 整个 实数 轴 为 支撑 的 离散 分 布 函数 已 的 例子 . 
18. 试 证 明 如 下 的 关于 分 布 函数 结构 的 基本 结果 (参阅 第 1 小 节 末 尾 ): 每 个 分 布 函 
数 都 可 以 表示 为 如 下 形式 


Ff = aka + QoFabec + Qa Esc, 


其 中 Qi 之 0, Ql 二 +Qz 二 a3=1, 
Fa 是 离散 的 分 布 函数 (在 某 些 点 zkr 处 的 跃 度 为 pk > 0): 


Fa-— >», Dk; 
[k: z&& -) 


Fabe 是 绝对 连续 的 分 布 清 数 : 


Pape = 三 f (t)dt 


其 中 GEHE) f = f(t) 是 非 负 的 博 雷 尔 函 数 , 勒 贝 格 可 积 , 并 且 了 f(t)dt 21; 


Fc 是 奇异 的 分 布 函 数 , 亦 即 连 续 的 分 布 函数 ， 但 是 其 增长 点 集合 的 勒 贝 格 
测度 为 0. 
关于 所 述 的 表达 式 的 唯一 性 问题 有 何 说 法 ? 


19. (a) 证 明 , 每 个 数 we [0,1] 都 可 以 表示 为 (三 进 制 ) 形式 


其 中 o, €10,1,2), n2 1. 
(b) 证 明 , 如 果 w 有 两 个 表达 式 pe 2n 和 XS 


(E lolo oo. E Il roo), WE s m aon 
t£. , 

我 们 指出 , 当 w 具有 有 限 级 数 表达 式 , n 时 , 表达 方式 可 以 不 唯一 , 此 
种 场合 下 可 以 按照 如 下 方式 选择 UU T 


1) 如 果 = b LIE 


各 ,并 且 它 们 都 是 无 限 级 数 
n 2 1( 无 限 级 数 表达 式 的 唯一 





20. 


21. 
22. 


23. 
24. 
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2) HR o Y The Ln RIA 
n—i 


2, n 2m 4 l1. 


(c) 证 明 , 区 间 [0,1] 上 的 康 托 尔 函 数 ( 康 托 尔 函数 是 典型 的 奇异 分 布 函数 
的 例子 ; 对 它 的 描述 见 《 概 率 》 第 一 卷 第 二 章 第 3 节 第 1 小 节 ) 的 增长 点 集合 
A. 中 的 每 个 w 都 可 以 表示 为 形式 : 


其 中 o, € {0, 2}, n2 I. 
注 : 有 趣 的 是 , 如 果 考 察 康 托 尔 集合 W 中 的 点 w 的 十 进 制 表达 式 , 则 一 共 
只 有 14 个 数 (参阅 [118]) 具有 有 限 的 级 数 表达 式 , 它们 是 : 


13 1 3 7 9 1 3 9 13 27 3 37 39 


一 一 


4' 4' 10" 10' 10' 10' 40 40' 40' 40' 40' 40' 40' 40. 

设 N 是 区 间 [0,1 上 的 康 托 尔 集 . 

(a) 证 明 , Ac 的 势 与 区 间 [0, 1] 的 势 相 同 . 

(b) NeN 5 NeN 分 别 等 于 什么 (其 中 NBN = (ww :weN,weN), 
ill A o —(w—w : weN,weN)? 
it C iéÉR'BÉSQBISE. 试 构造 一 个 分 布 函数 F, 使 得 supp F = C. 
试 给 出 (R, Z(R)) 中 的 一 个 o。 有 限 的 测度 的 例子 , 使 得 : 

(a) 它 不 是 勒 贝 格 -斯 蒂 尔 切 斯 测度 , 换言之 , 对 于 它 不 存在 非 降 右 连续 函数 
(广义 分 布 函数 ) G = G(x), 使 得 jy((a,5]) = G(b) — G(a), a « b. 

(b) 它 不 是 局 部 有 限 的 , 换言之 , 对 于 任何 x € R, 它 在 zx 的 任何 开 邻 域 中 
的 测度 都 是 无 限 的 . 
试 构造 出 区 间 [0, 1] 中 的 一 个 集合 , 使 得 它 不 属于 勒 岁 格 集合 类 220, 1]). 
QUT AGE C 函数 欧 拉 公式 的 概率 证 明 ) 设 C(a) = 35 二 UR ciii (1 < 
a < oo), 欧 拉 公式 断言 , C(a) 满足 如 下 的 关系 式 : 


其 中 pipa 为 大 于 1 的 素数 序列 . 试 证 明 这 一 结论 . 
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提示 : 令 N= {1,2,…} 为 自然 数 集 , 将 它 的 子 集 的 博 雷 尔 o- 代 数 记 为 28 

( 斌 比较 《 概 率 》 第 一 卷 第 一 章 第 1 节 第 3 小 节 末 尾 关 于 N (of). 的 表示 方式 ). 
在 (N, 289) 上 对 子 集 4 CN 定义 概率 测度 P = PC) 为 

P(4) - co] 和 二 


n? 
ncA 


i A(p) = (po2pi,--- 1 为 所 有 可 被 素数 m 整除 的 自然 数 n € N 的 集合 . 


证 明 ， 
(a) P(A(pi)) = 5; ™. 
(b) ud A(p1), A(p2),: -- 
(c) 0 A(pi) = {1}. 
接 下 来 再 考虑 如 下 问题 由 (b) 可 知 , 事件 A(pi), A(p2).- 
此 , 由 (c) 和 (a) 可 以 推出 , 一 方面 


"| 
男 一 方面 , 又 有 


P (A A) - |t - P(40)] - T] (1 3 x) : 
$1 t—1 i—1 
此 即 为 所 证 . 
(关于 不 超过 给 定数 的 素数 数目 的 欧 拉 公 式 的 概率 证 明 ) 设 p(n) 为 欧 拉 函数 , 即 
满足 条 件 1 < p < n 的 素数 p 的 个 数 . 试 从 概率 的 角度 , 证 明 如 下 的 欧 拉 公式 : 
n 1 
^ - I) 


pin 


相互 独立 . 


- 也 相互 独立 . 因 


8 


At) - P((1) = [69]; 


| 


(其 中 p| n 表示 p 可 整除 n). 
提示 : 在 集合 {i,… ,n} 上 定义 离散 的 概率 分 布 P({k})=1/n, 1«k«n. 
对 于 固定 的 n, 令 A(p) = (k& n: pEEERK), 并 设 pi1,p2,:… 为 可 以 整除 ” 
的 互 不 相同 的 素数 . 证 明 
(a) P(A(pi)) = p; - 
(b) 事件 4A(p1), A(p2),… 相互 独立 ， 
(c) [T A(p) 就 是 集合 " < n :上 为 素数 }. 


然后 再 断言 H 


一 一 一 卫 (n 1) - [0 - PXé4091 = T] ( e :| 
p|n pin 


Dp 
pin 
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26. 证 明 , (R"， 多 (R")) 上 的 勒 贝 格 测度 , 在 = 1 时 是 平移 不 变 的 , 而 在 n>2 时 


27. 


28. 


29. 


30. 


31. 


是 旋转 不 变 的 . 
举例 说 明 , 在 卡拉 泰 奥 多 里 定理 中 关于 集合 类 o 是 代数 的 假设 , 对 于 将 o 上 
所 给 定 的 概率 测度 P 拓 广 到 c- X = c(s/) 上 的 可 能 性 及 唯一 性 来 说 , 都 
是 本 质 的 . 意 即 ， 

(a) 构造 一 个 空间 Q 和 它 的 子 集 类 & 与 多 , 其 中 e 不 是 代数 ,而 多 = o(@): 
并 且 在 8 上 给 出 一 个 这 样 的 概率 测度 P, 它 不 能 拓 广 到 o- 代 数 E. 

(b) 构造 一 个 空间 QQ 和 它 的 子 集 类 8 与 多, 其 中 多 = c(&); 并 且 在 o- 代 
数 多 上 给 出 两 个 概率 测度 P 与 Q, 它们 在 8 上 的 局 限 ( 亦 即 P|& 与 QIé; 
参见 第 4 小 节 ) 彼此 重合 . 

提示 :; (a) 取 9 = (,2,3..  - (2, (1), (4,2) (1,3, 9 而 多 为 0 的 
所 有 子 集 所 构成 的 o- 代 数 . 再 令 P(0) = P((1,2) = P((,3) = 1, P((1) = 
1/2, P(g) — 0. 

(b 只 需 取 0— (,2,3,4)4. FH 6 = ((,2], (,3)], Tfi .£ P OQ 的 所 有 
子 集 所 构成 的 o- 代 数 . 再 令 P((2)) = P((4) = 1/2, Q(2)) = Q((3) = 1/2. 
设 下 = F(z), z € 恨 为 分 布 了 消 数 . 证 明 , 对 于 一 切 a > 0, 都 有 


[ir (a 十 a) 


TEXT 4B ERE F(zx) 的 密度 函数 f(z) (x € R) 的 定义 中 , 仅 要 求 它 是非 负 函 
数 、 黎 曼 可 积 , 使 得 F(z) = 了 f(t)dt, 有 时 (例如 , 当知 道 它 仅仅 黎 曼 可 积 , 而 
非 勒 册 格 可 积 时 ) 并 不 假定 它 是 博 雷 尔 可 测 的 

试 举 出 一 个 函数 f(x) 的 例子 ， yale 但 却 是 分 布 PRA (在 所 述 
的 意义 下 ) 的 密度 函数 , 并 日 还 能 够 (按照 公式 ju(B = 了 f(z)p(z)dz) 在 数 轴 
R 中 的 博 雷 尔 集合 B 上 给 出 概率 测度 . 

提示 : 区 间 [0,1 上 所 有 博 雷 尔 集合 的 类 具有 连续 统 的 势 c, 而 所 有 勒 贝 格 
集合 的 类 的 势 为 2 (参阅 第 2 节 第 32 题 ). 由 此 可 知 , 如 果 N 是 区 间 [0,1] 上 
的 康 托 尔 集 , 则 可 找到 集合 D c (1/2,1] n N', 它 不 是 博 雷 尔 集 合 , 但 却 有 勒 贝 格 
测度 0. 进而 再 确认 , 函数 f(x) = 2Ip 2. p(z) 不 是 博 雷 尔 可 测 的 , 然而 黎 曼 可 
Ti, H^ jJ f(z)p(z)da 确定 并 且 给 出 出 了 区 间 0， 1| 中 的 博 雷 尔 集 的 概率 测度 . 
试 举 出 实 直 线 OR 中 的 两 个 集合 4 与 B 的 例子 , 它们 都 是 勒 贝 格 零 测 集 , 然而 
却 有 A@B= RR. 
Wo 是 9 的 子 集 的 某 个 代数 , 多 = ol(y). 设 是 多 上 的 oc- 有 限 的 测度 . 证 
明 

(a) 测度 在 w 上 可 能 不 是 o- 有 限 的 . 


z)|dzr = a. 
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(b) 如 果 测 度 5 在 of 上 是 oc- 有 限 的 , 则 第 8 题 中 的 相应 结论 亦 可 成 立 , BI 
对 一 切 e > 0 和 所 有 满足 条 件 p(B) < oo 的 B € 多 , 都 能 找到 4。e or, 使 得 
HA( 4 A^ B) « e. 

(c) 如 果 测 度 /在 c 上 不 是 -有限 的 , 则 性 质 (b) 可 能 不 被 满足 . 
uEBH, (R^, Z(R")) 上 的 任何 概率 测度 j 都 是 在 如 下 意义 下 正则 的 : 对 任何 
B € (R^), 都 有 


AB) = inf(u(U) : U 2 B, U 为 开 集 }， 
HB) = sup{y(F): FC B, 下 为 闭 集 }. 
证 明 , 对 一 切 博 雷 尔 集 B e Z(R"), 都 有 
(B) = sup{y(K): K € B, K 为 紧 集 }. 


( 贝 特 朗 悖 论 ) 众所周知 的 由 贝 特 朗 提出 的 “经 典 ” 悖 论 很 好 地 解释 了 这 样 的 道 
HB. 在 解答 概率 问题 时 (尤其 是 在 解答 几何 概 型 问题 时 , 贝 特 朗 悖 论 就 是 关于 一 
个 几何 概 型 问题 的 ), 应 当 明 晰 地 描述 概率 模型 , 准确 地 确定 诸如 “侥幸 地 选取 
的 点 ",“ 随 机 地 选取 的 对 象 ” 之 类 的 语句 所 表述 的 意思 . (在 第 一 章 第 1 节 第 17 
题 的 提示 中 也 谈 到 了 这 一 点 .) 

贝 特 朗 在 他 所 著 的 教科 书 [8] 中 所 提出 的 问题 , 以 及 它 的 由 不 同 解法 所 得 
到 的 不 同 结 论 (其 中 包括 “导论 ”") 都 告诉 我 们 : 当 概 率 试验 具有 无 限 多 个 不 同 
的 可 能 结果 时 , 原则 上 是 不 能 对 某 些 事件 的 概率 问题 给 出 确定 的 回答 的 . 

贝 特 朗 所 提出 的 问题 如 下 : 在 半径 为 + 的 圆 中 “以 随机 的 方式 ”(?!) 选取 一 
条 两 个 端点 4 和 B 都 位 于 圆周 上 的 弦 AB. 试问 , 这 条 “随机 选取 ”的 弦 AB 
的 长 度 |AB| 小 于 7 的 概率 是 多 少 ? 

我 们 来 陈述 关于 这 个 问题 的 三 种 不 同 的 可 能 表述 : 

(a) 将 “以 随机 的 方式 选取 弦 AB? 理解 为 依照 圆周 上 的 均匀 分 布 相互 独立 
Hom A B. 

试 证 明 , 在 关于 问题 的 这 种 理解 之 下 , 我 们 所 求 的 概率 PL(AB| < 7) = 1/3. 
(国定 点 A, 并 考察 边 长 为 > 的 圆 内 接 正六 边 形 , 它 的 一 个 顶点 重合 于 点 A) 

(b) 每 一 条 弦 AB 都 被 由 圆心 向 其 所 作 的 垂 线 的 科 足 M 所 完全 决定 . 把 
“以 随机 的 方式 选取 弦 AB" 理解 为 点 M 服从 圆 内 的 均匀 分 布 . 

试 证 明 , 在 关于 问题 的 这 种 理解 之 下 , 我 们 所 求 的 概率 Pb{|4B| < r) = 1/4. 
(验证 事件 {|4B| < r) 重合 于 如 下 事件 : 点 M 位 于 两 个 半径 分 别 为 r 和 rvV3/4 


的 同心 圆 所 夹 的 环 中 .) 


(c) 5& AB 的 长 度 与 其 方向 无 关 , 而 仅仅 取决 于 它 与 圆心 的 距离 . 由 此 自然 
可 以 假定 它们 的 方向 相同 , 例如 都 平行 于 水 平方 向 的 直径 CD, 而 它们 与 竖 直 方 
向 的 (与 CD 3E HER) 直径 EF 的 交点 M 服从 EF 上 的 均匀 分 布 . 
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. 证 明 , 随机 变量 上 连续 , 当 且 仅 当 , 对 任何 z 6€ R, 都 有 P(£-— zx} — 0. 
. 如 果 [e| 是 多 可 测 的 , 那么 上 是 否 也 一 定 是 多 可 测 的 ? 
. 证 明 , 函数 c", z+ = max(z,0), r- = 一 min(z, 0), |z| = z^ 十 zx- 都 是 博 雷 尔 


§4， 随 机 变量 I - 69 - 


试 证 明 , 在 关于 问题 的 这 种 理解 之 下 , 所 求 的 概率 为 


P.(IAB| « vr] 21— B (e 0.13). 

(应 当 验 证 事件 {l4B| < 7) 重合 于 事件 {I0M| > 37), 其 中 JO M| 是 圆心 O 到 
点 M 的 距离 .) 
(第 33 题 续 ) 上 题 中 针对 不 同 的 概率 问题 所 给 出 的 不 同 解答 都 是 对 的 . 如 果 我 
们 以 两 个 参数 p 和 0 来 刻画 弦 , 其 中 o 是 圆心 O 到 点 M (由 圆心 O 向 弦 所 作 
的 垂 线 的 垂 足 ) 的 距离 , 而 9 是 弦 AB 与 某 个 固定 的 方向 所 形成 的 夹 角 .于 是 ， 
如 果 假 定 x = 1, 那么 对 于 长 度 |4B| > 0 的 弦 就 有 0 < px 1, 0€ 0 < 27. 

试 证 明 , 在 上 题 中 所 考察 的 三 种 场合 (a),(b) 与 (c) 之 下 , (p, 0) 的 联合 分 布 
的 密度 函数 分 别 为 


p 1 
a 一 , , s c^ 0) = —. 
pa(p, 8) pv(p, 0) po bk 8)-2- 


1 
2m?/1— p? 
(由 此 即 可 明白 , 并 无 什么 “ 悖 论 ” 存在 , 因为 对 “随机 地 选择 一 弦 ” 一 词 可 以 赋 
予 不 同 的 概率 意义 .) 

设 (X, 和 ,站 为 赋予 了 可 数 可 加 的 测度 /的 可 测 空间 X, 2 )0a 1 节 定 
X. 5 和 定义 6). 

将 可 测 集 4 称 为 (相对 于 测度 j B3) 原子 或 者 jp- 原子 , 如 果 (A) > 0, 并 
且 对 于 任何 可 测 集 B, 都 或 有 n(AnB)-0, 或 有 y(A\B) = 0. 测度 5 称 为 原 
子 的 , 如 果 任 何 /4 测度 为 正 的 可 测 集 都 包含 着 原子 . 

测度 /5 称 为 非 原 子 的 , 如 果 不 存在 六 原子 . 

测度 jy 称 为 弥漫 的 , 如 果 单 点 集 都 是 可 测 的 , 并 且 1/ 测度 都 为 0. 

试 分 别 给 出 原子 的 、 非 原子 的 、\ 弥漫 的 测度 的 例子 , 并 给 出 同时 为 原子 的 和 
弥漫 的 测度 的 例子 . 

证 明 , 原子 的 与 非 原 子 的 测度 之 和 可 能 是 原子 的 . 
设 P 与 P 是 (9, 多) 中 的 两 个 概率 测度 , 现 知 对 任何 满足 不 等 式 P(4) < 1/2 的 
多 中 的 集合 4, 都 有 P(4) = P(A). 证 明 , 对 一 切 A c 多 , 都 有 P(A) = P(A). 


随机 变量 I 


的 . 证 明 进 一 步 的 结论 : 任何 连续 函数 f = f(z), xz e R 都 是 博 雷 尔 的 . 
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第 二 章 概率 论 的 数学 基础 


提示 : 对 任何 a € R, 考察 开 集 (v € R, f(w) < o), 并 利用 第 2 节 第 7 题 的 
结论 . 


. 证 明 , 如 果 e 5j o 都 是 多 可 测 的 , 则 (o: £(w) = n(v)) eS. 
. 设 上 与 了 是 (89, 多 ) 上 的 两 个 随机 变量 , 集合 A e 多 . 证 明 , 如 下 的 函数 也 是 随 


机 变量 : 
Qu) = &(w)1A + n(w)I. 


. 设 6o V6, 为 随机 变量 , 而 p(z1,… mu) 为 博 雷 尔 函 数 . 证 明 , 函数 yp(&i(w)， 


… ,&n(w)) 也 是 随机 变量 . 
提示 : 首先 证 明 , 如 下 的 映射 是 多 /多 (R") 可 测 的 : 


w e (&(), 6s ()) € R^. 


再 证 明 w 一 e(&(o), ,&n(w)) 是 复合 可 测 映射 . 


. 设 纪 与 7 是 两 个 取 值 于 1,… ,NN 的 随机 变量 .假设 多 : = .多 证明, 存在 


数 (1,… N) 的 一 个 排列 (5, , in), 使 得 对 于 每 个 ; = 1,… N, 都 有 集合 
{w :二 站 与 集合 {w : g— 5g 相互 重合 . 

提示 : 利用 定理 3, 根据 该 定理 , 可 以 找到 函数 p 与 ,使 得 € = yp(m) 与 
n-— v(£). 再 证 明 , i = v(7) 就 是 所 求 的 排列 . 


: 举例 说 明 , 存在 这 样 的 随机 变量 6, 它 的 分 布 函数 具有 密度 函 煞 f(z), 但 是 lim. 


f(x) 不 存在 , 由 此 f(x) 在 无 穷 远 处 并 不 零 化 . 


. 设 与 97 是 两 个 有 界 的 随机 变量 (| € ei [n| € c2). uEBH, 如 果 对 于 一 切 


m,n 2 1, 都 有 
EC"g" = EC" - Em", 
则 & 5j n 相互 独立 . 
We 与 9 是 两 个 随机 变量 , 它们 的 分 布 函数 Fe 与 FQ 相同 . 证 明 , 如 果 对 于 


r+ € 腿 , 有 (w: £(w)-z]) 关 8 则 存在 y € 及 , 使 得 (v: E(w) = 1}= {w: 
n(w) — yj 
Wt EJdÉRBUISZnHEB TE, 62g 09 E 的 映射 . 证 明 , c 是 (0, 多 ) 上 的 随 


机 变量 , 当 上 且 仅 当 , 对 每 个 ze E, 都 有 (w: £w)-z) c 2. 

设 上 是 随机 变量 , 有 P(Ez 0) > 0. 假设 对 于 某 两 个 数 a 和 5, 随机 变量 a£ 与 bt 
同 分 布 (Fe(z) = Pie(z), r € R). 试问 , 是 否 必 有 a = b? 如 果 假 设 a > 0, b> 0， 
那么 命题 自身 是 否 成 立 ? 

设 (9, 多 , P) 是 概率 空间 , 而 (0, 2. , P) 是 (9, 多 , P) 对 测度 P 的 完备 化 ( 参 
阅 本 书 第 2 节 第 34 题 , 亦 可 见 《 概率 》 第 一 卷 第 二 章 第 3 节 第 1 小 节 的 注 1). 
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S4. 随机 变量 I . 7] . 


d tE-tf(w)4(0,2 ,P) 上 的 随机 变量 . 证 明 , 存在 (Q, .多 , P). 上 的 随机 变量 
€ — £(w), 使 得 P(£Z €) —0. 换言之 ,£ 5 e 仅 在 某 个 零 概 集 上 不 相等 . 
设 £ 是 随机 变量 , B 是 及 中 的 博 雷 尔 集 . 证 明 


c(&I(£ € B)) - € '(B)no(£). 


设 &,&2,… 为 相互 独立 的 区 间 [0,1] 上 均匀 分 布 的 随机 变量 . 令 A(w) 为 (0, 1] 
上 的 由 值 人 (wo),cz(w)… 所 形成 的 集合 , 其 中 we QQ， 证 明 , 对 于 儿 乎 一 切 
w € ,集合 A(w) 都 在 区 间 [0,1| 中 稠密 . 
设 &,&2,… 为 相互 独立 的 伯 努 利 随机 变量 , P(£; = 1) = P{ = -1) = 
1/2, k z 1. 我 们 来 考察 随机 游 动 {Sn jn>o0， 其 中 Sg — 0, S, = 如 十 :十 上 n Z2 1. 
4 og —inf(Án» 0: 5, = 0} 为 0 时刻 之 后 首次 回归 0 点 的 时 刻 (如 同 惯 
例 , 当 相 应 的 集合 C 为 空 集 时 , 令 oo = oo). 
证 明 


1 2n 1 1 2n 
P1og > 2n) 一 C», (3) 而 Poo 一 2n] 一 3-10 (3) à 


再 运用 斯 特 林 公 式 , 验证 , 当 n 充分 大 时 , 有 


P(oo > 2n} ~ E 而 P{oo0 = 2n} ~ 
( 试 比较 第 一 章 第 10 节 中 关于 wk 和 fox 的 表达 式 )，( 由 所 得 到 的 公式 推 知 
Pí(co < o0) = 1, JFH. Eo8 < oo 当 且 仅 当 o < 1/2; 试 比较 第 一 章 第 9 节 中 的 
结果 .) 
在 上 一 题 中 的 条 件 下 , 令 ok = inf{n > 1: S% = 上 ,= 1,2,…. 证 明 


1 
2 /mn3/? 


Plo; = n} = Zp{S, — kj, 


这 就 意味 着 有 


ee dH (3) | 


. 设 上 = £€(w) 为 非 退 化 随机 变量 , 使 得 对 于 常数 a 0 和 0, 随机 变量 a£ - 的 分 


布 与 的 分 布 相同 . 证 明 , 此 时 必 有 a = 1 和 jb = 0. 
B 和 与 £2 为 两 个 可 交换 的 随机 变量 ( 意 即 (£1, £2) 与 (6 全 ) 同 分 布 ). 证 明 , 如 
果 f — f(a) fll g — g(z) 都 是 非 氏 的 非 降 函数 , 则 有 


Ef(£&)g(&) > Ef(t&1)9(£2). 
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第 二 章 概率 论 的 数学 基础 


(针对 定理 2) 设 &1,&2,… 为 ( 取 值 于 R) 的 随机 变量 序列 . 证 明 
B = (w: lim&(w) 存在 且 有 限 } e s. 
提示 : 利用 B 的 如 下 表达 方式 : 
B= {limé, > —o0}N (lim&, < oo] N {lim én, — lim £, = 0). 


Bt £6, 为 独立 随机 变量 序列 , 服从 共同 的 非 退 化 的 连续 分 布 . 设 41, 42，… 
为 一 列 事件 , 其 中 A; = 0, 而 对 于 n > 2, 有 


(事件 A, 可 以 视 为 在 时 刻 m. 产生 “新 记录 ”的 事件 .) 证 明 , 事件 41, 4,… 相 
互 独立 , 并 且 P(A) = 1/n, n 2 1. 

设 上 与 9 是 随机 变量 , 其 中 7 的 分 布 律 Law(n) 绝对 连续 ( 即 其 分 布 函数 E, 是 
绝对 连续 范 数 ). 证 明 ， 

(a) 如 果 € 5j o 相互 独立 , 则 分 布 律 Law(£ 4-9) 也 是 绝对 连续 的 . 

(b) 如 果 & 与 不 相互 独立 , 则 分 布 律 Law(£ 4- 9) 可 能 不 是 绝对 连续 的 . 
设 上 与 7 是 相互 独立 的 随机 变量 , 其 中 & 为 离散 的 , 而 7 为 奇异 的 ( 即 所 是 离 
散 的 分 布 函数 , E, 是 奇异 连续 的 分 布 函数 ). 证 明 , 随机 变量 上 二 9? 的 概率 分 布 
及 +， 是 奇异 的 . 

i (9, 多 ) 是 可 测 空间 , 并 且 o- 代 数 .多 是 某 个 (可 数 ) 分 割 2 = {Di, D2,…}( 参 
阅 《 概率》 第 一 卷 第 二 章 第 2 节 第 1 小 节 ) 所 可 数 生 成 的 . 证 明 , o- 代 数 TR 
合 于 如 下 的 随机 变量 所 生成 的 o- 代 数 x 


其 中 yp(0) = 3, pg(1)=5. 
(a) 设 随机 变量 X 具有 对 称 的 分 布 ( 即 Law (X)=Law (—X)). 证 明 ， 
Law(X) — Law(£Y ), 
其 中 上 5 Y 为 相互 独立 的 随机 变量 , 有 P{t —1) = P(£ = -1} = 1/2, 而 Law 
(Y )-Law(|X |). 
(b) &t € 5; Y 为 相互 独立 的 随机 变量 ,有 P(£—1) = P(£ = —1) — 1/2. 证 
HH, c 与 €Y 相互 独立 , AE TUS, Y 具有 对 称 的 分 布 ( 即 Law (Y )-Law (—Y)). 


设 随 机 变量 X 取 两 个 值 I1 和 za2( 并 且 Tl 到 22), 随机 变量 Y 取 两 个 值 Ui 和 
yo GEH. yi z yz). 证 明 , 如 果 cov(X,Y) —0, Wl] X 5i Y 相互 独立 . 





&5. 随机 元 . 73 ， 


27. 设 5 ,名 ,… 为 独立 随机 变量 序列 , 均 服 从 区 间 [0,1] 上 的 均匀 分 布 , 并 且 对 于 
0<zx<1, 有 


r(r)- min (n2 1: & + + én > x). 
证 明 , P{r(z) > n) — z^/n!, n 2 1. 
28. 设 Xi, Xo, Xa 为 独立 同 分 布 随机 变量 , 具有 指数 密度 f(x) = e *I(z > 0). 定义 
Xi 0 X1 X2 
“Xi” 0? — XQ4 Xa Xy 
证 明 , 随机 变量 Y;, Yo, Ys 相互 独立 . 


29. 设 X, 与 Xo 为 相互 独立 的 随机 变量 , 分 别 服从 自由 度 为 rl 和 ra 83 x? 分 布 ( 参 
阅 第 8 节 (34) 式 和 第 3 153 3). 证 明 , 随机 变量 = Xi/Xs 58 Yo — X; - Xo 
相互 独立 ( 试 比较 第 13 节 中 的 39 和 42 题 结论 ). 


Y; 





Ya = X, ^ X2 二 X3. 


85. 随机 元 


Wc ,&& 为 离散 随机 变量 . 证 明 , 它们 相互 独立 , 当 且 仅 当 对 任何 zl …… ,zn， 
都 有 


E 


P{ m, ,én = 2n} = TP{é = 2 
. 试 证 明 , 一 切 随机 函数 X (w) = (&(w)jter 都 是 (定义 3 意义 下 的 ) 随机 过 程 , 反 
之 亦 然 . 
提示 : REX X(w) 是 多 /多 (RT) n les, Wr te T 8 Be 多 (R)， 
都 有 


h2 


lo: &(w)e Bb (w: X(w) EC} EF, 


其 中 C = {zx e RT : ze € B}. 反 过 来 , 只 需 考察 形 如 {zx : zt e Bi,:… ,zt E 
B,) 的 集合 C e Z(RT), 其 中 Bi1,… , Bn e 多 ( 民 ). 该 种 集合 显然 属于 S. 

. 设 Xi XS 分 别 为 取 值 于 (E, 6). , (Bn, 6s) 的 随机 元 ， 又 设 (Bi, 61), 
UE ED) 为 n 个 可 测 空 间 , 而 g1,… ,gn 分 别 为 61/61, ,6/2 可 测 的 
函数 . 证 明 , 如 果 Xy, Xn 相互 独立 , 则 随机 元 gio Xi ,gn 0 Xn 亦 相互 
独立 , 其 中 g; o Xi; = gi(Xi), i = 1,…,n. 

提示 : 只 需 证 明 , 对 任何 B; € 67 ,i = 1,… n, 都 有 


Q2 


P(gi(X1) € Bi,--- , gn (Xn) € B4 xx P[X; E g; (B1), c0, XR € g4 (B4)]- 


中 原 书 为 : 对 任何 Be i = 1,… ,n — HERB. 














e 


86. 
. 证 明 (6) XX. 


. 设 6 6s 为 独立 同 分 布 随机 变量 序列 , £, — o(&1,… 


第 二 章 概率 论 的 数学 基础 


. 设 X1,X2,… 为 可 交换 随机 变量 的 无 限 序 列 ( 亦 即 ,& 个 脚 标 不 同 的 随机 变量 ， 


例如 Xi,,… ,Xi 的 联合 分 布 仅仅 与 & 有 关 , 而 与 ho ,i 的 具体 选取 无 关 ， 
试 比 较 第 1 节 第 11 题 .) 证 明 , 如 果 EX2 < oo, n z 1, 则 cov(X1, X2) 2 0. 


提示 : 利用 可 交换 性 假设 可 以 用 前 两 个 矩 和 协 方差 表示 D (5 x. 青 在 
11 
其 中 令 n s oo, 考察 该 极限 . 


. 设 6c ,ém 与 moo vns 为 随机 变量 , 记 随 机 向 量 X = (6, -,6,) BY = 


(m, m). 假设 如 下 各 条 件 成 立 : 

() 随机 变量 6,6, 相互 独立 . 

(i) 随机 变量 qi, ,mn 相互 独立 . 

(ii) 随机 向 量 X 与 了, 作为 分 别 取 值 于 R" 5 R^ 的 随机 元 , 也 相互 独立 . 
证 明 , 此 时 随机 变量 &1,… 6s moo ,mw 相互 独立 . 


. £5 XE BE LIS] 5c X — (&,--- dn) I 了 三 (m,--- 1m); 现 知 随机 变量 &1,…… E, MT 


01.7757 5n 是 相互 独立 的 . 
(a) 证 明 , 随机 癌 量 X 与 Y 作为 随机 元 是 相互 独立 的 ( 试 比较 上 述 第 5 题 ). 
(b) 9 f: R" o R, g: R" 一 了 R 为 博 雷 尔 函 数 . 证 明 , 随机 变量 f(&1,…， 
£s) 与 g(m,--- 0) 相互 独立 . 


设 (0, 多 ) 为 可 测 空间 , 而 (E, &, p) 为 以 p 为 距离 的 距离 空间 , 8 是 由 其 中 的 
所 有 开 集 所 生成 的 o- 代 数 (参阅 第 2 38). 设 Xi(0), Xa(w),--- 为 多 /8 可 测 的 
消 数 序列 (随机 元 ), 使 得 对 一 切 we 0, 都 存在 极限 


X (w) = lim Xn(w). 


证 明 , 极限 函数 X(w) 亦 是 9/6 可 测 的 
,én), n 2 1, 而 T(w) 
为 (相对 于 (Zn)n>l 的 ) 停 时 . 令 

Tl (uw) = éntr(w) (o). 


证 明 , 序列 (m 02, ---) 与 序列 (£1, 6, --) 同 分 布 . 


勒 贝 格 积分 . 数学 期 望 


提示 : 设 5 为 非 贷 简单 函数 s 的 集合 . 如 果 se {fse 9: s«€), Ti (£)n2i 
是 简单 随机 变量 序列 , 有 £s T 6, 则 有 max(£,, s) 1 与 Es < Emax(£,, s), 由 





86， 勒 贝 格 积分 . 数学 期 望 .75 . 


此 可 知 Es« Et fü sup 下 < Et. 反 过 来 的 不 等 式 可 以 由 Et 的 结构 直接 
[seS: s&é 
得 到 . 


. 试 证 明 关 于 性 质 E 的 如 下 推广 : 设 上 与 9 是 随机 变量 , 对 于 它们 , Bt 与 Eg 是 


确定 的 , 而 且 表 达 式 E + Bn 也 有 意义 ( 即 不 具有 形式 oo — oo 或 —oo -- oo), 则 
有 


E(6 + = E& + En. 
提示 : 正如 证 明 性 质 E 本 身 那样 , 需要 考察 由 表达 式 £ = tt 6€ 和 了 = 


nt 一 gy” 所 引发 的 各 种 可 能 情况 . 例如 , 如 果 EE+ = oo, 则 (在 相应 的 条 件 下 ) 
证 明 (或 反 证 ) 亦 有 E(£ 十 )+ = oo. 


. 试 推广 性 质 G, 即 证 明 , 如 果 € = n (a.s.), 而 Ec 存在 , 则 En 也 存在 , 并 且 有 


, 设 为 广义 随机 变量 , j 为 有 限 测度 , 有 /tld < co， 证 明 , 此 时 必 有 


|£| < oo (pra.s.).( 试 比较 性 质 了 ) 


. Wu NX oc- 有 限 测 度 , € 与 n 均 为 广义 随机 变量 , 使 得 f'edu 与 f mdu 都 有 和 定义 . 


那么 , 只 要 对 所 有 Ac. 都 有 不 等 式 ftd < [ndp 成 立 , SUB € < n (pra.s.). 
( 试 比 较 性 质 工 ) 


. WE 5 n 为 相互 独立 的 非 负 随机 变量 . 证 明 , Et = E£- En. 


提示 : 现 将 上 与 9 换 为 这 样 的 简单 随机 变量 & 与 om, 其 中 6 T6 m 1m. 
由 定理 6 知 Et, n, = Ets .BEBnn. 再 利用 单调 收 敛 定理 即 可 . 


. 利用 法 图 引 理 , 证 明 


Pllim4,) 和 limP(4.)，P(imn4) € limP (A; ). 


. 举例 说 明 , 在 控制 收 化 定理 中 , 条 件 “|én| < m, En < oo", 一 般 来 说 , 是 不 能 削弱 


的 . 
提示 : 令 0- [0,1], 多 = 多 (|0,1]), P 为 勒 贝 格 测度 . 考察 随机 变量 &,(w) = 


—nl(wo < 1/n), n 2 1. 


. 举例 说 明 , 在 法 图 引 理 中 , 条 件 “| 纪 | < 9, Eng > —oo", 一 般 来 说 , 不 能 取消 . 
10. 


证 明 法 图 引 理 的 如 下 表述 方式 的 正确 性 : 如 果 随 机 变量 族 (£2, n 2 1) 一 致 可 
积 , 则 有 


lim E £& < E lim &. 


提示 : 利用 性 质 : 对 和 任 给 的 e > 0, 可 以 找到 c > 0, 使 得 对 所 有 n 2 1, 都 有 
E£, (£y > c) <e. 
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定义 在 区 间 [0,1] 上 的 狄 利克 雷 函 数 

l, z 为 有 理 数 ， 

d(z) = 

0，z 为 无 理 数 
是 勒 贝 格 可 积 的 , 但 不 是 歼 曼 可 积 的 . 为 什么 ? 
举例 说 明 ,， 存在 定义 在 区 间 [0,1] 上 的 歼 曼 可 积 的 消 数 序列 {(f)w>1}， 其 中 
f| 1, 并且 依 勒 贝 格 测度 几乎 处 处 有 f, — f, 但 是 f 却 非 黎 曼 可 积 . 

提示 : SE PROB fa(z) = 2, lay (2) 其 中 {ql,9q2……} 是 区 间 [0, 1] 中 的 

有 理 数 集 . | 


设 (aj; i,7 之 1} 为 实数 族 , 有 2. laij| < oo. 试 由 富 比 尼 和 定理 推出 
2 05 一 2. s s 一 2. (x ss) ; (*) 
提示 : 任 取 一 列 正 数 pi,p2,…, 使 得 Dp 二 1, 并 且 在 QQ=N= 1{1,2,.…} 


上 定义 概率 测度 P 为 P(A) = 2 Pi. 然后 定义 函数 f(i,3) 2» 过, 并 指出 


pipj 


人 |f (w1,w2)|d(P x P) = 2; |f (5, 3)|pip; = 2 laij| < oo. 


最 后 再 利用 富 比 尼 和 定理 . 


举例 说 明 , 存在 这 样 的 实数 族 {aij; 432 1 有 2, layj| = oo, 使 得 第 13 题 中 的 
提示 : 考察 


0, ij, 
Qij 一 " " 3 " » 
((—3) ^, iz j. 


由 简单 函数 出 发 ,利用 关于 勒 贝 格 积分 的 积分 号 下 取 极 限 的 定理 , 证 明 如 下 的 
关于 积分 换 元 法 结论 的 正确 性 . 

i h — h(y) 为 区 间 [a,b] ERJAERERSXESERITGR PRA, 而 f(z) 是 区 间 [h(a), 
(b) 上 的 ( 按 勒 贝 格 测度 ) 可 积 的 函数 . 则 函数 f(h(y))h'(y) 在 区 间 [a,b] 上 可 
积 , 并 且 


h(b) b 
| f(z)dz = / f(h(y))h (y)dy. 
h(a) a 


提示 : 首先 证 明 该 式 对 博 雷 尔 集合 的 示 性 函数 及 其 线性 组 合成 立 ， 再 利用 
单调 收敛 定理 , 证 明 该 式 对 非 负 (可 积 ) 函数 f(z) 成 立 , 最 后 利用 表达 式 f = 
f+ 一 了 -, 证 明 其 对 任意 (可 积 ) 函数 f(z) 成 立 . 
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证 明 (70) 式 . 
提示 : 令 € = -&， 那么 它 的 分 布 函数 为 F(z) = 1- F((-z)-)， 从 而 
0 oo " 
f lxf*dF(z) = f |xi^aF(z). 接着 再 利用 (69) 3X. 
E | 


设 t6&6,£,-- 为 非 负 随机 变量 序列 , 对 任何 e > 0, 都 有 PE. 一 > 6 一 
0, n — oo ( 即 有 依 概率 收敛 6, B e; 参阅 第 10 45). 

(a) 作为 定理 5 的 推广 , 试 证 明 , 在 假设 Bi。 < oo, n > 1 之 下 , 有 Et, 一 
Bt < oo 成 立 的 充分 必要 条 件 是 (£4, n 2 1) 一 致 可 积 (换言之 , 如 果 将 以 概率 
1 收敛 换 为 依 概率 收敛 , 则 定理 5 的 结论 仍然 成 立 ). 

(b) 设 所 有 随机 变量 6,61, £2,--- 都 是 可 积 的 ( 即 Et < oo, E£, < oo, n 2 1). 
证 明 

Et E£ - Et,-ét—0. 


提示 : (a) 充分 性 可 由 定理 4 和 第 10 节 第 1 题 推出 . 必要 性 可 以 类 似 于 定 
理 5 的 证 明 , 只 需 将 那里 的 以 概率 1 收敛 换 为 依 概率 收 仇 (当然 还 应 参考 第 10 
节 第 1 题 ). 

(b) 对 任何 c > 0, 都 有 


E|£ — &|| € E|£ — (£^ c)| - EIE ^c) — (én ^ c)] + El(£ ^ €) — énl. 


给 定 s> 0, 36 c» 0, fii E[£ — (£^c)| « e. (在 题 中 的 条 件 下 ) 可 以 断言 , 对 于 充 
分 大 的 n, 有 El(€ ^c) 一 (én 人 Ol & € 和 El(&n 人 0c) — | < 3e. 从 而 对 于 一 切 充 
分 大 的 n, 都 有 EE — &| < 5e. 
设 上 为 可 积 随机 变量 (El|é| < oo). 

(a) 证 明 , 对 一 切 e > 0, 都 存在 5 > 0, 使 得 对 任何 A e 多 , HX P(A) «ó 
就 都 有 EIalt| <e (“ 勒 贝 格 积 分 的 绝对 连续 性 ”). 

(b) 试 由 (a) 推出 : 如 果 (4n)n>1 是 一 列 事件 , 有 lim P(A,) = 0, 则 有 
E(£1(A4)) 一 0, n — oo. 

提示 : 利用 《概率 》 第 一 卷 第 二 章 第 6 节 引 理 2. 

注 : 试 比 较 此 处 的 断言 (b) 和 定理 3 中 的 断言 . 
设 上 nm E tmu, nn 之 1, 为 满足 如 下 条 件 的 随机 变量 (参阅 第 17 题 中 关于 
Aic. Po BE XC): | 


&, B €, nn P 7, (EST. 7n € én & Gn, n zl, 
EG, — EG Ern, UR Er, 


并 且 E£, Ey, EC 均 有 限 . 证 明 , 此 时 有 如 下 各 断言 ( 普 拉 特 (Pratt) 21 22) 成 立 : 
(a) E£, — B. 
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(b) 如 果 还 有 条 件 加 < 0 < C. 成 立 , 那么 就 还 有 Ej&;, — €| 0. 

并 由 此 推出 , 如 果 &% 一 6, E[£,| 一 BE| 及 El£| < oo, Jl] E|£, — £| — 0. ( 试 
比较 第 17 题 的 断言 (b).) 

举例 说 明 , 如 果 去 掉 (b) 中 的 补充 条 件 , 就 可 能 会 有 Elé, — €| 7» 0. 

提示 : 如 果 引 和 人 辅助 随机 变量 


fn —0, £i —Éfn— tQ, = 二 bn 一 与 d—0, £—-£—m (C-—(Q-1 


则 会 有 0 < 局 号 6 和 EG — BC 所 以 由 第 17 题 中 的 断言 (a), 随机 变量 族 
{bn, n 2 1) 一 致 可 积 . 又 由 于 0 < & « G, 所 以 (5, n 2 1) 也 一 致 可 积 . 由 此 
即 得 E£, 一 BE (并 且 还 有 也 | 和 一 入 一 0). 再 由 条 件 En 一 En 推 得 Ee 一 BE 
证 明 , L,f < L* f, 而 如 果 函 数 f 有 界 , 并 且 测度 六 有 限 , 则 L,f = L*f (参阅 第 
11 小 节 注 2). 
证 明 , 对 于 有 界 函 数 f, 数学 期 望 Ef = Lf (参阅 第 11 小 节 注 2). 
证 明 第 11 小 节 注 2 中 的 最 后 一 个 结论 . 
设 下 = F(z) 是 随机 变量 X 的 分 布 函数 . 证 明 
(a E|X|«oo € f^. F(r)dz < oo FH. f, 1—F 
(b) EX* «oo e ['Inggdr«oo, XT a 0. 
提示 : (b) 证 明 如 下 关系 式 : 


(z))dz < oo. 





E[XI(X >a)l < | ln Fr < Fs PIXI(X >a)l, a>0. 


(a) 
证 明 , 如 果 p > 0, 并 且 lim z?P(]£| > z} = 0, 则 对 任何 0 < r < p 都 有 
E|£|" < oo. 试 举例 说 明 , 对 于 > = p, 有 可 能 E[£|? = oo. 


试 举例 说 明 , 存在 这 样 的 密度 函数 f(x), 它 不 是 偶 函 数 , 但 是 所 有 的 奇数 阶 托 全 
都 为 0: fous zz)adz =0,k=1,3,..- 


试 举例 说 明 , 存在 这 样 的 随机 变量 £4, m > 1, 对 其 有 
EBD,ét £2 EC. 
设 随 机 变量 X 具有 性 质 : 对 任何 a > 1, 都 有 


P(IX| > on) 
P(|X| > nj 
证 明 , X 的 任意 阶 矩 都 存在 . 


E|X|" = n |/ ZIP{XI > zx}dzr, N21 
0 


— 0, n-oo. 
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G(s) = Es^ (- Y) ， |s|&1 
k=0 


FR X Hum. (关于 母 函 数 的 详细 讨论 见 第 3 市 附录 .) 试验 证 如 下 各 公式 : 
(a) 如 果 X 为 泊 松 随机 变量 , 亦 即 有 pk = eA*/kt, 其 中 入 > 0, k= 
0,1,2,-.., 那么 
G(s)= Es* —e 0-9, |s|«1. 
(b) 如 果 X 为 具有 几何 分 布 的 随机 变量 , 亦 即 有 pk = pg*, 其 中 0 < p < 
1, g 二 1 一 p, 天 =0,12.…，, 那 么 





p 
«. . 
G(s) = Es* m ls| € 1 


0) — 4 (q —1— p), 则 有 


G(s) = (ps t aq)" (- iron 
k—0 


这 表明 P{Xi 十 … 十 Xn 二 k}= CEphqn-* 
设 X 为 取 值 于 集合 {0,1,2,:…} 的 随机 变量 而 G(s) = 
P(X—k), k 2 0. 

对 正 整数 nO, 证 明 

(a) 如 果 EXT < oo, 则 阶乘 矩 E(X), = EX(X —1):-(X-r41) < oo, 9f 
且 E(X). = lim G)(s) (= GXO(1)), 其 中 CGO)(s) 是 G(s) 的 第 r 阶 导数 . 

(b) 如 果 EX" = oo, 则 E( X). = oo, 并且 lim G(? (s) = 
E X 为 离散 随机 变量 , 服从 集合 {0,1,… ,n} 中 的 均匀 分 布 , 意 即 P{X = k} = 
zbp k0,1,,n. 先 证 明 G(s) = 1:257 —, 再 求 出 EX 和 EEX?, 然后 推出 
众所周知 的 恒等式 

n(n 4- 1)(2n 十 1) 


m 2 
Dt- > 性- 


Dx s, 其 中 Dk 一 





k=1 
(第 一 章 第 1 节 第 13 BUE) 设 41,.… LA, 为 某 些 事件 (未 必 相 互 独立 )，X = 
I4,, 6— 1,--- ,n, ffl X, — 了 4 十 … 十 14,. 证明, 母 图 数 Gr (s) = Es?" 由 下 式 
给 出 : 


Gy, (s) 


ES y Sm(s — 1)" 
T—Ü0 


中 原 书 为 : + 之 1 一 一 译 者 注 . 
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&- Y 


1Kdi «us En 


(参阅 第 一 章 第 1 3095 12 HD. 并 由 此 推出 , 事件 Bi, = (X4 = m) 的 概率 由 下 
式 给 出 : 


P(Ai0 mn4i) ( » 


1€ tm 


P{Xi, =1… ,Xi = ») 


P(B4) = 》 (-1) "Cg S. 


k—m 
提示 : 利用 Gs, (5) - E JT Xs - 0) 和 


TL 


I[q-xis-)) 21-932 Xis-0-. $3; XaX4G-1?- DL [X(s-1". 
i-1 i—1 1&il<io gn i=1 
与 母 消 数 一 样 , 在 众多 场合 起 着 有 益 作用 的 男 一 个 概念 是 矩 母 晃 数 : M(s) = 
Ee*X (在 此 自然 需要 假设 Ee*X < oo). (需要 指出 的 是 : 如 果 x 是 非 负 随机 变 
量 , 而 入 > 0, 则 对 s = -入 函数 F(A) = M(—23) (2 Be->X) 并 非 别 的 , 而 恰恰 
是 以 下 = F(z) 为 分 布 函数 的 随机 变量 X 的 拉 普 拉 斯 变换 .) 

(a) 证 明 , 如 果 存 在 某 个 a > 0, ETSGAB REPRE M (s) 对 所 有 s € [-a, a] 都 有 
定义 , 则 对 一 切 k = 1,2,…- ,函数 M(s) 在 s = 0 处 的 阶 导数 MOD (s) 都 存 
在 , 并 且 

Mo(0) = Ex*. 
( 正 是 这 一 性 质 使 得 人 们 将 M(s) EROS E BE PROC) 

(b) 举例 说 明 , 存在 随机 变量 , 它 对 于 任何 s > 0, 都 有 M(s) = oo. 

(c) 证 明 ， 若 X 为 参数 为 入 > 0 的 泊 松 随机 变量 ， 则 对 一 切 s c 到 ,都 有 
M(s) = e-X1-。 ). 

(d) 试 举 出 两 个 相互 独立 的 随机 变量 X 5 Y 的 例子 , 对 于 它们 , 抢 母 函数 
Mx.,v(s) 2 Bes(X+Y) 是 年 母 函 数 Mx(s) = BesX 与 My(s) = EesY 的 乘积 . 
设 0<r < oo，Xn € L^, X, 5 X. 则 如 下 三 条 件 相互 等 价 ( 试 比较 第 17 题 与 
第 19 题 ): 

(i) 随机 变量 族 (|X«|^, n 2 1) 一 致 可 积 . 

(i) X, SX (BB E|X, — X|r — 0). 

(ii) E|X4l" 一 E[X|" < oo. 

(斯 皮 策 (Spitzer) 恒等式 ) 设 X4, X2, 为 独立 同 分 布 随机 变量 , EIXi| < oo. 
4 SQ, — X, 4o Xy Mi 二 max(0,51,… ,Sk), k z 1. 证明, 对 任何 n> 1, 
都 有 


EM, —-. LESE, (4) 


k-—1 
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其 中 Sr -— max (0, S). 
文献 [101] 中 的 提示 : 利用 关系 式 


Ms = TS > 0)M, + I(S, < 0)Ma, 
EII(S, > 0)M,] = EII(S, > 0)X;] + BII(S, > 0)M,_1), 
EII(S, > 0)Xi] = -ES], 


即 可 依次 得 到 


EM, — las: + EM, 4-— lgs:; i (Est. d EM...) = 
n n n—1 
k—2 k=1 
iE: 关系 式 (*) 可 以 通过 对 更 为 广泛 的 斯 皮 策 等 式 中 的 变量 上 求 导 来 得 到 : 
对 一 切 0<w<1, 有 


oo Sr ah " 
k it M its 

y wv Ee'!M: — exp Y^ —Ee''5r 5, 
u Ee e| " € | 


k=0 k=1 
对 于 该 关系 式 的 证 明 比 直接 证 明 («) 更 难 . 


35. 设 50 = 0 S. — Xi 十.… 十 Xn, n > 1 为 简单 对 称 随 机 游 动 (参阅 第 八 章 第 8 
节 ), 而 o = min{n > 0: 5,20). 证 明 


E min(c, 2m) = 2E|S2zm| = 4mP{S2m =0}, m2>0. 


36. (a) V X 为 标准 高 斯 随机 变量 (X ~ NW(0,1))， 利 用 分 部 积分 证 明 , EX* = 
(k 一 1)EX*-?, k 2 2. 并 由 此 导出 公式 (k 2 1) 


EX?*-1—-0, EX*=1.3..... (2k — 3(2k — 1) (= (2k — 1)!). 


(b) 证 明 , 如 果 随 机 变量 X 服从 参数 8 = 1 的 伽 玛 分 布 ( 见 第 3 节 表 3), 则 
. T(k 4 o) 
.. I(o) ' 
特别 地 , EX = o, EX? = o(o 十 1), 因而 , DX — o. 

试 对 6zx#1l 的 情形 , 找 出 相应 的 公式 . 

(c) 证 明 , 如 果 随 机 变量 X 服从 贝塔 分 布 ( 见 第 3 节 表 3), 则 有 


EX* 





k 之 1. 


|. B(r t k, s) 
—. JB(r,s) ' 


EX* k 2 1. 
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38. 


39. 
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设 函 数 
£(u1, t) 一 ge €i€w2 — Ju 2%1%2 1 € 04 — [1, oo), La € Q5 = (0, 1]. 
证 明 ， 
(a) 对 每 个 wz, 函数 E(wi, wa) 关于 wi e Q1 ( 勒 贝 格 ) 可 积 ， 


(b) 对 每 个 wi, 函数 5(wl, w2) 关于 wa € 02 ( 勒 贝 格 ) 可 积 ， 
但 是 富 比 尼 和 定理 不 成 立 . 


证 明 莱 维 (B. Levy) 定 理 : 设 随机 变量 &1,é&2,… 可 积 (对 一 切 n> 1, 有 Elé,| < 
oo), sup E£, « oo, 并 且 &, 1 £; 则 随机 变量 e 亦 可 积 , 并 且 E£, ?Et ( 试 比 较 
定理 1a). 
uEBI BIS) BU —ÓÓAJEA: 如 果 0 «£6, £, (P-às) H Et£, « A « 
oo, n 2 1. 则 随机 变量 上 亦 可 积 , H. Et < A. 
(关于 勒 贝 格 可 积 性 与 黎 曼 可 积 性 之 间 的 关系 ) 设 博 雷 尔 函 数 f —f(,rcR 
关于 勒 贝 格 测度 和 可 积 ( / If (z)|A(dz) < oo). 证 明 , 对 于 任何 e > 0, 都 可 以 找 
到 

(a) 阶梯 函数 f(x) = 77, fila (x), 使 得 f 1f(z) — fe(z)|A(da) < e, 其 中 
A, 均 为 有 限 区 间 ; 

(b) 3cISCE BR BJ XE DE PRC ge(z), 使 得 / If (x) — ge(z)|A(dz) < e. 


证 明 , 如 果 & 是 可 积 的 随机 变量 , 则 
oO 0 
E£-— / P(£ > rz}dzr 一 ]. P(£ < x)iz. 
再 证 明 , 对 任何 a > 0, 都 有 
El£I(£»2a) = | Pi£ > x)dz - aP(£ > aj, 
而 若 上 > 0, 则 还 有 
Ei£I(£ X a) = [ Pt « £ X a)dz. 
0 
设 上 与 7 都 是 可 积 的 随机 变量 . 证 明 


EC-En- 人 Ptn<z< 征 -PE<zsmd 


43. iX 上 是 非 负 随机 变量 (6 > 0), 其 拉 普 拉 斯 变换 为 F() = Ee, 1 2 0. 
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(a) 证 明 , 对 一 切 0 < r < 1, 都 有 


56g F(A 
E£-.— 上 A ) a, 
提示 : 利用 关系 式 : 对 于 s >0, 0<r<1, 有 
1 1—e 
=T(1 —r)s -=| 一 一 一 一 人. 


Art 
(b) 证 明 , 对 一 切 > > 0, 都 有 








EE" — ai 人 P(A")dA. 
提示 : 利用 关系 式 : 对 于 s> 0, 7r > 0, 有 
:= ux exp( — (A/s)" HA. 


44. (a) 证 明 , 第 7 小 节 中 的 赫 尔 德 (Holder) 不 等 式 (29) 中 的 等 号 成 立 , 当量 仅 当 ， 
le? 与 ||? 线性 相关 , 亦 即 存在 均 不 为 0 的 常数 a 和 5b, 使 得 altl? = bm 
(P-a.s.). 

(b) 证 明 , 1 < p < oo 时 的 闵可夫 斯 基 不 等 式 (31) 中 的 等 号 成 立 , 当 且 仅 当 ， 
对 某 均 不 为 0 的 常数 a 和 b, 有 a£ = bn (P-a.s.). 

(c) 证 明 , 柯 西 - 布 尼 亚 科 夫 斯 基 不 等 式 (24) 中 的 等 号 成 立 , EUM, & 与 
n 线性 相关 (P-a.s.), 亦 即 存在 均 不 为 0 的 常数 a 和 也 使 得 a£ = bn (P-a.s.). 

45. 设 X 为 随机 变量 , Plac X «b) 1, RrPa,beR, a«b. iiim — EX, o? — 
DX. 证 明 , c? < (m 一 a)(b — m), 并 且 等 号 成 立 , 当 且 仅 当 P{X=a}+P{X = 
b) — 1. 

46. Ut X 为 随机 变量 , E|X| < oo. 证 明 

(a) 如 果 X > 0 (P-a.s.), 则 


E-- 之 EX ElnX lnEX, E(XlnX)2 EX.lnEX 
(0 -1n0 = 0). 
(b) 如 果 随 机 变量 X 的 值 属于 区 间 (a, 5], 其 中 0 < a « b « oo, 则 有 


(a 4- b)? 
4ab ' 





1 
1I«XcEX.E-—tX 
X 


并 说 明 何 时 等 号 成 立 . 

(c) 如 果 x 为 正 值 随机 变量 , H EX? < co, 则 有 如 下 佑 计 式 ( 佩 利 - 济 格 蒙 
德 不 等 式 ) 成 立 : 对 0< 入 <1 
(EX) 


P(X > AEX) 2 (1— A)" x^ 
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(d) 如 果 对 给 定 的 u > 0, 存在 c > 0, 使 得 P{X < u) < c, 则 对 任何 7+ 0, 


都 有 


T 


i (cE X?r)/? 
EXT 


BEX” < 


(假定 分 母 有 意义 并 且 非 0). 
(e) 证 明 , 如 果 x 为 非 负 随机 变量 , 则 有 
(Ex)? 
E 





P{X >0} > 


it e 为 随机 变量 , Et = mm 和 E(t — m)? = o?. 证 明 坎 泰利 不 等 式 


2 


max(P(£ — m > e), P(£-m«el)« € > 0, 


c? --e?' 


INTE reo 0 
z— C g2.Lg2! € . 


设 & 为 随机 变量 , 有 BE < oo, 而 9 = g(z) 为 R ERU P EOSBIRX. 证 明 ， 
Eg(£) = g(E£) 当日 仅 当 € = E£ (P-a.s.). 
设 & 为 可 积 的 随机 变量 (E|t| < oo). 证 明 , 对 任何 e > 0, 都 能 找到 一 个 简单 随 
机 变量 c. 使 得 Elé — &| < e. ( 试 比较 《概率 》 第 一 卷 第 二 章 第 4 节 定 理 1 中 
的 新 言 .) 
考察 方程 ， 
Z, = B(t) 4 | Z, dA(s, t>0 
0 


( 试 比 较 第 6 节 中 的 方程 (74)), 其 中 AQ) 5E B(t) 为 (t 2 0 时 的 ) 右 连 续 函 数 ， 
(在 上 > 0 时 ) 存在 左 极 限 , 并 且 (局 部 ) 有 界 变 差 , 4(0) = B(0) = 0, AA(t) > —1, 
其 中 AA(t) = A(t) - A(t-), t» 0, AA(0) = 0. 
uEBj, 所 述 的 方程 在 (局 部 ) 4 ERGEZE BRNO B, fedbd PJEXONIME f 
&(A, B), 其 中 上 > 0: 
* 1 

&(A, B) = & (A) | & 4B 
Bt (XE t 2 0 时) 右 连 续 , (在 上 > 0 B) 存在 左 极限 , 并 且 (局 部 ) 有 界 变 差 的 函 
数 V (t) 满足 积分 不 等 式 

V(t) x K [ V(s—)dA(s), t290, 

0 


其 中 K > 0，A4(t) 为 右 连 续 和 具有 左 极限 的 非 降 函 数 , 并 且 4(0) = 0. 
证 明 ， 
V(t) <& K&(A), t>0; 
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53. 
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特别 地 , 如 果 A(#) = fa s)ds, a(s) 2 
(Gronwall-Bellman) 不 等 式 


0, 则 函数 V(t) 满足 格 妥 沃 尔 -贝尔 曼 


V(t) < K exp {/ o(s)ds | , t+ 之 0. 
在 导出 赫 尔 德 不 等 式 (29) 时 曾经 用 到 如 下 的 不 等 式 : 
ab x e 十 一 
p q 
+ 二 1). 证 明 , 该 不 等 式 (在 hz) = zp-1 


i. 
pq 


(a>0,5>0, 而 p> 1, q» 1, fi18 
时 ) 是 如 下 的 杨 不 等 式 的 特例 : 


ab < H(a) + H(b, a0, b» 0, 


其 中 

Fa = [ ha), Be) [| vy 
其 中 心 = h(y), ye 及 + 是 严格 上 升 的 连续 函数 , 有 h(0) 0, lim h(y) = oo, 而 
h-—h(y) y € R4 & h — h(y) 的 反 函数 , 亦 即 


h(y) = inf (£: h(t) > y). 


(在 所 考察 的 场合 下 , 连续 的 严格 上 升 函 数 h = h(y) 具有 反 函 数 h(y) = h- 3 (y).) 
it x 为 随机 变量 . 证 明 , 对 一 切 a > 0, 都 有 如 下 的 相互 蕴涵 关系 : 


E|Xl'«oo & JM n" P(|X| 2 n) « oc. 


n=1 
i € 为 非 负 随机 变量 . 证 明 , 对 一 切 r > 1, 都 有 ( 试 与 第 43 题 进行 比较 ): 
VE(^z). > ; 
| X^ — dz 一 EE : 
特别 地 ， 
| E fs 一 2 也 VE. 


设 为 非 负 随机 变量 , 有 BE > 0, 0 < Ef? < oo, 又 设 e e [0,1]. 证 明 如 下 的 不 
等 式 (与 切 比 雪夫 不 等 式 相反 的 不 等 式 ): 


2)” (Eé) © 


P{é > eBé} 2 (1 Be 


@ 原 书 为 : P 长 > cEt) > 1—)*0E9* 一 - 译 者 注 . 
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i (0, 多 ) 为 任 一 可 测 空间 . 在 该 空间 上 定义 集合 函数 /= MB)，B e£, 如下: 


(B) = 1B|， 如 果 B 为 有 限 集 ， 
oo, 其 余 情形 ， 


其 中 |B| 为 集合 B 的 势 (元 素 的 个 数 ). 证 明 , 所 定义 的 集合 函数 jy (在 第 1 节 
定义 6 的 意义 下 ) 是 一 个 测度 . 该 测度 称 为 计数 测度 , 它 是 v- 有 限 的 , 当 目 仅 当 
0 为 至 多 可 数 的 集合 . 


. (针对 拉 东 - 尼 科 迪 姆 (Radon-Nikodym) 定理 . L) 设 A,u 和 v 都 是 可 测 空间 


(9, 多 ) 中 的 oc- 有 限 测度 . 假定 拉 东 - 尼 科 迪 姆 导数 26 和 SE 存在 . 证 明 , 导数 
2 亦 存在 , 并 且 
dv | dv dh 


dÀ 一 du à dÀ (A-a.s.). 


. (针对 拉 东 - 尼 科 过 姆 定理 ，II.) 考察 可 测 空间 (0, 9) = (0,11, (0, 1) 中 的 


两 个 测度 : 一 个 是 勒 贝 格 测度 A, 另 一 个 是 计数 测度 à (参阅 第 56 题 ). 证 明 ， 
n « A, 但 是 拉 东 - 尼 科 迪 姆 定理 中 关于 密度 de 存在 的 断言 不 满足 . 
Wt 和 和 是 可 测 空间 (9, 多 ) 中 的 两 个 oc- 有 限 测度 ，f = 2 


4o. 证明， 如 果 
4{w : f= 0} = 0, 则 密度 PA 存在 , 并 且 可 将 其 取 为 


1/f， 在 集合 (£70) 上 ， 
p = 
c, ”在 集合 {f = 0} 上 ， 


AB c 是 任意 选取 的 非 负 实 数 . 
证 明 , 在 0,co) 上 定义 的 函数 


是 黎 曼 可 积 的 (并 且 (R) /> f(z)dz = 2), 但 是 却 不 是 勒 贝 格 可 积 的 . 
试 举例 说 明 , 存在 (0,1] 上 的 勒 贝 格 可 积 的 有 界 函 数 f = f(zx), 对 其 不 存在 黎 曼 
可 积 的 函数 g = g(x), 使 得 它 在 [0, 1] 上 玉 乎 处 处 与 f = f(x) 相等 . 
试 举例 说 明 , 存在 IR? 中 的 博 雷 尔 函 数 f — f(x,y), ZA SH y € R fI z cR 
贝 格 可 积 , 有 
] fea =0, f fGs (9) =0, 
R IR 


但 是 却 对 于 (R2, 多 (R?)) 中 的 勒 贝 格 测度 不 可 积 . 
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(针对 富 比 尼 定 理 . L) 设 入 = A(dz) 为 勒 贝 格 测度 . jy = u(dy) 为 [0,1 上 的 计数 
测度 . 以 D 表示 正方 形 [0, 1]? 中 的 对 角 线 . 证 明 


ls ( J Ip(z, y)A(dz) (dy) - 0, 人 ( 人， Ip(z,y)u(dy)) A(dz) — 1. 


(这 两 个 关系 式 表明 , 在 富 比 尼 定 理 (定理 8) 中 , 关于 测度 有 限 的 假定 对 于 定理 
结论 的 成 立 是 一 个 本 质 性 的 条 件 .) 

(针对 富 比 尼 定 理 . IL) 证 明 , 如 果 将 富 比 尼 定理 中 关于 ui 与 uo 是 有 限 测度 的 
假设 换 为 是 -有 限 的 测度 之 后 , 其 结论 仍然 成 立 . 再 证 明 , 如 果 连 oc- 有 限 的 假 
设 都 不 加 , 则 一 般 来 说 , 富 比 尼 和 定理 的 结论 不 再 成 立 ( 试 比较 第 63 题 ). 

(针对 定理 10 中 的 斯 言 a) 试 举例 说 明 , 存在 黎 曼 可 积 的 有 界 非 博 雷 尔 函 数 . 
(本 题 本 质 上 是 第 3 节 第 29 题 的 另 一 种 表述 .) 

设 f = f(x) 是 定义 在 赋 有 勒 贝 格 测度 入 = A(dz) 的 (R^, Z(R")) 上 的 博 雷 尔 
P. 假设 |f(z)A(dz) < oo. 证 明 


lim |. ifr h) - ftx) da) - 0. 


提示 : 利用 第 40 题 中 的 断言 (b). 
我 们 知道 , 对 于 任何 有 限 个 相互 独立 的 可 积 随机 变量 &,… ,é&%, 都 有 


E[[&-][ks 
k-—1 k=1 
(参阅 定理 6). 证 明 , 如 果 &,é2,… 是 独立 的 可 积 随机 变量 序列 , 则 一 般 来 说 ， 


会 有 » H 
E[[&7]]|E5e. 
k—1 k-—1 


itc 为 随机 变量 , 现 知 其 数学 期 望 Ec < 0, 3E EOM 0 7: 0,78 Ee** = 1. 证 
HH. 此 时 必 有 0 > 0. 
ih h(t,z) 是 定义 在 [a0] x R. 上 的 函数 , 其 中 a,b € R JEH a « b. 

(a) 假设 

1) 对 于 每 个 ze € R, 函数 h(t, 9), t € [a,b], 都 是 连续 函数 . 

2) 对 于 每 个 to € [a b], 函数 hte,z)，z € R, 都 是 多 ( 民 ) 可 测 的 ( 即 为 博 雷 
尔 函 数 ). 

证 明 , 函数 h = h(t, x), t € [a6], x € R, 是 多 ([a,0|) x (IR) 可 测 的 . 

(b) 现在 假设 为 定义 在 某 个 概率 空间 上 的 随机 变量 , 并 且 假 设 除 了 上 述 
条 件 1) 和 2) 成 立 之 外 , 还 有 如 下 的 条 件 成 立 : 
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3) 随机 变量 族 {h(t,é&), t € (a, 6]) 一 致 可 积 , 证 明 ， 
(i) 数学 期 望 Eh(t,) 关于 t € [a,b] 为 连续 函数 . 


(i 如 果 记 H(t, x) = /A (s, )ds, 则 对 于 一 切 t € (a,b), 都 有 导数 2 EH (t,£) 
存在 , 且 等 于 Bh(t,é)， 意 即 


t 
d 
QE / h(s,£)ds = E h(t,£). 


(针对 引 理 2)(a) dx 为 随机 变量 , 有 Elt| < oo. 证 明 , 对 任何 。 > 0, 都 存在 


6 > 0, 使 得 只 要 A c 多 , P(4) < 6, 就 有 E([£|IA) < e. 并 由 此 推出 : 对 于 满足 
条 件 E|£| < oo 的 随机 变量 &, 对 任何 e > 0, 都 存在 常数 K = K(e), 使 得 


E(£l; él > K) = EllI(é| > K) < e. 


(b) 设 {&n, n 2 1) 为 一 致 可 积 的 随机 变量 族 . 证 明 , 随机 变量 族 (1575 , 
&,n 21) 也 是 一 致 可 积 的 . 


. 证 明 , 如 果 下 串 函 数 9 = 9g(z) 不 是 在 整个 空间 OR 中 给 出 ,而 是 仅 在 某 个 开 集 


GCR 中 给 出 , 那么 只 要 对 随机 变量 6, 有 P(£ € G} = 1 和 EjE| < oo, 则 延 森 
(Jensen) 不 等 式 (25) 仍然 成 立 . 证 明 ， 在 开 集 G 中 给 出 的 下 凸 函 数 9 = g(z) 是 
该 集合 上 的 连续 函数 . 再 证 明 , 任何 这 样 的 函数 都 可 以 表示 为 


g(x) = sup(asz + b,), 


其 中 an 与 b, 为 某 些 常数 . 


TEG, 


. 证 明 , 对 a,b € R 和 非 负 实数 r, 有 如 下 的 所 谓 c 不 等 式 成 立 : 


la bl < cr(lal + 18)"), 
其 中 ， Mr 1 时 ol 而 当 r > 1 时, c, = 2"~l1. 
设 & 与 为 非 负 随机 变量 , 对 任何 z > 0, 有 


P{£ > 2} «z 'E[nl(t 2 x). 
证 明 , 对 一 切 p > 1, 都 有 
se (ets) mr 
提示 : 首先 考虑 有 界 随机 变量 6. — € ^c, c» 0. 根据 (69) 式 , 对 其 有 
E£? 一 2 / | zP^ P(£ > zjdz. 


利用 题 中 条 件 , 可 得 关于 Ep 的 不 等 式 , 再 令 c1 oo, 即 得 所 证 . 
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7A. 证 明 如 下 的 积分 换 元 公式 (参阅 第 15 题 和 关于 勒 贝 格 积 分 换 元 的 定理 7): 


75. 


76. 


7T. 


设 了 是 R" 中 的 开 集 , y = 2(z) 为 定义 在 T 上 的 取 值 于 R^ 的 函数 (如 
nip o ,28) € LL Jl y — (yin) 其 中 yi = pi(z1,… ,Zn), 1 = 
,nn). 假设 所 有 的 偏 导数 Des 都 存在 并 连续 , 使 得 Lu)» 0, ze 1, 其 中 

是 函数 o 的 雅 可 比 行列 式 ， Bil 


Opi 
Oz Tj 
在 上 述 假设 之 下 , 集合 o) 是 Rn 中 的 开 集 , ERE p UB IERI — o7, 此 时 ， 
Ja (y) 存在, 为 2(D) 中 的 连续 肾 数 , 且 有 [Ju (y) > 0, y € (D). 

证 明 , 对 于 一 切 非 负 可 积 函数 g = g(x), z € I, 都 有 下 式 成 立 : 


Jo(z) = det 








52|， 1s$2jsn. 


[sis = tht) ya, 
I e (1) | 


亦 即 
| g(z)dz = / g(p-1(y)| Ts 1 (Wlay 
I p(T) 


(将 积分 理解 为 关于 R^ 中 的 勒 贝 格 测度 的 勒 贝 格 积分 ). 
设 FF = F(zx) 为 分 布 函数 , 有 F(0) = 0, F(1) = 1, 并 且 在 区 间 [0,1] 上 满足 
利 普 希 芯 条 件 : |F(z) — F(y)| € Liz — y|. V m 为 [0,1] 上 的 测度 , 有 m(B) = 
[dF(z) Be aon iiA 0,1] 上 的 勒 贝 格 测度 . 证 明 
B 

dm 


iue 
了 < L (A-a.s.). 


设 g = g(x) 为 定义 在 实数 轴 及 上 的 某 个 区 间 [a, 0] E RS BS. 假设 其 为 下 号 函 
数 (对 z,y € [a b] IEEfRI O < A « 1, 898 g((1—2)z-- Ay) € (1— X)g(z) 4- Ag(y)). 
证 明 , 这 样 的 函数 在 开 区 间 (a,0) 上 连续 . 由 此 可 知 , 3SUEERS PROBGUS ITE ER IR BR 
数 . 
提示 : 由 下 同性 可 知 : 对 任何 x,y,z & la, 上 |, x < y < z, 都 有 
g(y) — g(z) .. g(z) — 9(v) 
y-z zy ' 
由 此 不 难 推 得 9 = g(x) 在 开 区 间 (a, 0) 中 的 连续 性 . 
设 G(s) — Y pe^ 为 离散 随机 变量 X 的 母 函 数 , 其 中 p. = P{X — K), k — 
k—Üü 

0,1,2,-.. (参阅 第 28 题 ). 令 


gn =P{X>k}, r,—-P(X&k)] k-0,,2,- 
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79. 


80. 


第 二 章 概率 论 的 数学 基础 


证 明 , 序列 q = (ax)k»o 和 7 = (rk)kzo 的 母 函数 分 别 由 如 下 二 式 给 出 : 
1 — G(s) G(s) 

1—s ' 1—s' 
(关于 破产 概率 , 试 比较 第 一 章 第 9 节 ) 设 So = 0, S,— x6 6 n2 1, 
其 中 (Ex)k2i 为 独立 同 分 布 随机 变量 序列 , 有 P{f = 1] = p, P(é; = -1 = 
q,ptq—1. 假设 z AE ER O«z«A. 








Co(s) = ls| < 1, Gr(s) = |s| < 1. 


T —inf (n 2 0: S, — 0 2X S, — A) 


为 (“游戏”) 随机 游 动 的 结束 时 刻 (关于 两 人 游戏 , 可 参阅 第 一 章 第 9 45). ic 
pz(n) = P(r = n, S, — 0), 则 p. (n) 表示 游戏 在 第 n 步 结 束 并 且 S, = 0 的 概 
率 , 可 将 其 解释 为 “破产 ” 概率 
证 明 , Bip GL (s) = 2^ pr) sn Y I UTER AR 
Ga (s) = psGz41(s) + qsGz (s), 
Go(s) = 1, GA(s) — O. 
并 证 明 , 该 递 推 关系 式 的 解 为 


= (9Y MG -X 7(9) 
ce (5) uS 


其 中 
A1(s) = x + 1-—4pqs?), A2(s) = xs — A1 -— 4pqs?). 


彩票 的 编号 为 十 进 制 六 位 数 , 自 000000 至 999999, 从 中 随机 抽取 一 张 彩 票 . 试 
求 彩票 号 码 的 各 位 数字 之 和 等 于 21 的 概率 P. 

提示 : 采用 以 考察 母 函 数 为 基础 的 方法 , 参阅 附录 第 3 节 (本 书 p321). 本 
题 的 答案 为 P3 — 0.04. 


设 随机 变量 c 的 密度 隧 数 f(z) 为 单 峰 函 数 , 其 最 大 值 在 点 zo 处 达到 (zo PROS 
分 布 的 众 数 或 峰 点 ), 并 且 在 zo 左边 非 降 , 在 其 右边 非 升 . 
证 明 如 下 的 高 斯 不 等 式 : 对 一 切 e > 0, 都 有 


P (It — zol >eVERE 0p} « css. 
提示 : 如 果 g(y) TE y » 0 处 非 升 , 则 对 e > 0,78 
e" / g(y)dy < : / - y^ g(y)dy. 
利用 这 一 不 等 式 , 可 以 得 知 , X 6-0 8I d? — E[E — zo|?, 有 


4 也 [一 zol/d 4 
P(|£ — zol 2 ed) < 9 2 一 922- 
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81. 设 £6, ,& 为 独立 同 分 布 随机 变量 序列 , 有 P{é&; > 0} — 1 HI D(In£&) = o?. 
证 明 , XT e > 0, 有 





2 
Plá:-&6 «(Em&ye*) 21- 5. 
提示 : 利用 切 比 雪夫 不 等 式 
P(IY, -EY,| « ne) 21— Eis 


在 其 中 取 Y, = » In £. 


82. V P Hm P 是 (9, 多 ) 中 的 两 个 概率 测度 , 其 中 P 关于 P 绝对 连续 (P « P), 
密度 为 


Fd Fi 


«c (P-as.), 
其 中 c 为 常数 (显然 有 c 2 1). 证 明 , 可 以 找到 o e (0, 1] 和 概率 测度 Q, 使 得 
P — aP -- (1— o)Q. 


提示 : 取 某 个 C > c, 并 令 a=1L/C 及 


Q(A) =- i53], (i- dP. 


83. V € 5j n 为 相互 独立 的 随机 变量 , 并 日 Ec —0. 证 明 , E|£— »| 2 E |n]. 
84. 设 61,£2,--- AJDBUE T IR = (—00,00) 的 独立 同 分 布 的 随机 变量 . 令 So —0, S, = 
& 十 … 十 名 .以 递归 方式 定义 “阶梯 指数 ”( 也 称 为 “阶梯 时 刻 ”): 
To 一 0, d. inf (n > Txy-1 Ac ST, | > 0}, ka Lm 
如 同 惯常 , 令 inf e-oo 显然 , 对 一 切 n > 1, 都 有 
P(T, =n}=P{S1 &0,..., Sn1 < 0, Sn > 0]. 


证 明 , 随机 变量 Ty 的 母 函 数 G(s) = 5^ 所 a" (其 中 f, - PU. = 对) 由 下 式 给 
出 : | 


G(s) = exp [- »» —P(S, > J ， |s|« 1. 
85. 设 条 件 与 符号 均 同 上 题 , 令 


1 EI 
A- 2. P(S.«0), B= 2. ZP(S, > 0), 
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证 明 
1, 如 果 B- oo, 
PiT|i < oo! 一 
1 一 e-5， 如 果 B < oo, 


并 且 , 如 果 B = oo, 则 
e4， 如 果 A < oo, 
ET = 
| oo, 如 果 4 = oo， 


86， 如同 第 84 B, 61,65, 为 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 , 有 E& > 0. ii S; = 
0, S,—£ 94: É6OS 令 


T — inf (n2 1: $4,» 0). 


证 明 Er « oo. 
87. 设 第 84 题 中 的 条 件 成 立 , 而 By 为 冲程 , 即 S50, 51,:… ,Sw 所 能 取 的 不 同 值 的 
个 数 . 令 
o(0) =inf {n>0: 5S, = 0}, 
即 第 一 次 回归 零点 的 时 刻 . 
证 明 , 当 六 一 co 时 ,有 


HN 
ETC 一 卫 {c(0) = oo]. 


(P{o(0) = oo) 是 不 回归 零点 的 概率 .) 试 将 本 题 结 论 与 第 一 章 第 9 节 第 7 题 的 
结论 作 比 较 . 

iE: 如 果 所 考察 的 是 简单 随机 游 动 ( 即 P{&1 = 1} = p, P(& = -1 = q) 
则 根据 第 八 章 第 8 节 第 16 题 , 当 N 一 oo 时 , 有 


EN — |p — ql, 


HN 
Eb- — «0, 如 果 p-— 1/2, 
g 一 p， 如 果 p <1/2. 


88. 设 & ,2,… 为 相互 独立 的 区 间 (0,1) 上 均匀 分 布 的 随机 变量 序列 . 令 
v —minín22: é, 5 £, 1  u(zx)— min[n2 1: £i £4 > xz], 


其 中 0<z 科 1. 证 明 ， 
(a) P(pn(z) > n) = z"/n!, n2 1. 





89. 


87. 


um 


87. 关于 -代数 的 条 件 概率 和 条 件数 学 期 望 | 93 ， 


(b) Law (v) = Law (Lu 人 1D). 

(c) Ev = Epn(1) — e. 

提示 : (a) 利用 归纳 法 . 

(b) 应 当 证 明 P{y > n] 2 P(£ > &£ 5 5 &£,) = 1/nl. 
利用 替 尔 德 不 等 式 , 证 明 , 算术 平均 值 不 小 于 几何 平均 值 : 对 于 2; 20, 1&i&n, 
有 


ü " 1/n 
1 


关于 c- 代 数 的 条 件 概率 和 条 件数 学 期 望 


. V 上 与 7 是 独立 同 分 布 的 随机 变量 , 数学 期 望 Ec 确定 . 证 明 


E(c[£ ts) -Etnlt* n) = (as). 


提示 : 应 当 指出 , 对 任何 A c o(£c 0), 都 有 EtIA = EnIa. 


WE 6.69, 为 独立 同 分 布 随机 变量 序列 , 有 E|&| < oo. 证 明 


Dn 
El[£&i | Sn, S541; db ] 一 m. (a.s.), 


其 中 5% = 6 十 … 十 én 
提示 : 利用 事实 : 对 任何 A € c(S。 Sn+1,…), 都 有 了 BETA = Eé;Ia. 


. WX 5 Y 为 随机 变量 , 使 得 正则 分 布 P.(B) = P{Y € B|X = zx) 存在 . 证 明 ， 


如 果 E|g(X, Y)| < oo, 则 Px-a.s. 地 (其 中 Px(C) = P(v: X(w) e Cy) 有 
Elg(X, Y) | X == [at Psp) 
提示 : 利用 正则 条 件 测度 的 定义 和 “r- 和 系 ” 的 概念 (参阅 第 2 35), 证 明 , 对 
任何 形 如 » Ada, 的 g(z, y), 映射 
poc I g(z, y) Pz(dy) 
R 
都 是 ZR) 可 测 的 , 其 中 A; e 多 (R?), 并 且 对 于 任何 B e Z(R), 都 有 
Eg(X, Yrs — (| gl Pe(ay)) Alas) 


其 中 Q 是 随机 变量 X 的 分 布 . 由 此 首先 可 以 推出 , 对 有 界 AR?) BTHNES ER 
数 , 所 证 的 性 质 成 立 ; 然后 可 知 它 们 对 于 任何 使 得 Elg(X,Y)| < oo 成 立 的 函数 
g(z, y) 都 成 立 . 
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第 二 章 概率 论 的 数学 基础 


. 设 随机 变量 € 的 分 布 函数 为 玉 (z). 证 明 


b 
zdF;(z) 


uL E JT 
(假设 Fe(b) — Fz(a) > 0). 
提示 : 根据 条 件 期 望 的 定义 , 我 们 有 


CS he) 


Ell(a « € « t] 
(假设 EU(a < € « 0)] > 0). 


. 设 g = g(x) 为 定义 在 R 上 的 下 凸 函 数 , 有 E|g(£)| < oo. 证 明 , 对 于 条 件数 学 期 


望 (P-a.s.) 成 立 延 条 不 等 式 
g(E(£|*)) € E(g(£)|). 


提示 : 首先 , 对 于 € XT co- 代数 9 的 正则 条 件 分 布 Q(z; B), 有 (参阅 定理 
3) 


E(g(619)(w) = 人 g(z)Q(; dz), 
然后 运用 对 于 “正常 数学 期 望 的 延 森 不 等 式 


. 证 明 , 随机 变量 上 与 c- 代 数 4 相互 独立 ( 意 即 对 任何 B e v, 都 有 & 与 Ip(w) 


独立 )， 当 且 仅 当 , 对 于 任何 使 得 Ej|g(£)| < oo 成立 的 博 雷 尔 函 数 g(x), 都 有 
E(g(£)| 4) = Eg(£). 

提示 : 如 果 A e 9, 而 Bec Z(R) Wi c «fitr, 可 以 推出 P(An 
(g(£) € B)) = P(A)P(g(£) e B), 这 也 就 意味 着 E(g(£)| 4) = Eg(£). 反之, 若 
该 等 式 成 立 , 则 特别 地 , 可 令 g(£) = I(£ € B), 此 时 得 到 


P(An(&€ Bp)  P(A)P(£€ € Bj, 
Hid Aedv 与 Be Z(R) 的 任意 性 , 即 得 上 与 4 相互 独立 . 


. B 6€ 为 非 负 随机 变量 , 9 为 c- 代 数 , 4 C 多 . 对 于 A e 2, 我 们 以 等 式 Q(4) = 


[edP 定义 测度 Q. 证 明 , E(£14) < oo (a.s.), 当 且 仅 当 , 测度 Q 是 vc- 有 限 的 . 


A 
提示 : 为 证 必要 性 , 需 令 A. = (E(£|4) < n), 验证 Q(A;) « n, 由 此 即 可 
断言 Q 是 c- 有 限 的 . 
充分 性 . 由 存在 乡 中 的 集合 41, 42,…, 使 得 U 4 =Q 及 Q(4i) < 09, i — 
i—l 
1,2,-.. 的 事实 , 应 当 推出 E(£ |9) < oo (P-a.s.). 


. 证 明 , 条 件 概率 P(4IB) 是 “连续 的 ”， 意 即 : 如 果 lim 4。 = A, lim B, = B, 


P(B;) > 0, P(B) > 0, 则 有 lim P(A,|B.) = P(A|B). 





10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


87. XT o- 代 数 的 条 件 概率 和 条 件数 学 期 望 - 95 - 


. 设 0 = (0,1), 多 = 2((0,1)), fi P 为 勒 贝 格 测度 . 设 X(w) 5E Y(w) 为 相互 


独立 的 随机 变量 ,都 服从 区 间 (0,1) 上 的 均匀 分 布 . 令 Z(w) = |X(w) — Y (w)| 
为 X(w) 5 Y(w) 之 间 的 距离 . 证明, 2 的 分 布 Fz(z) 具有 密度 fz(z), 并 且 
fz(z22(1-2),0s«z«1. (由 此 可 知 , EZ = 1/3.) 

在 半径 为 R 的 圆 ((z,y) : z2-- y? « R?) 中 “随机 地 ”选取 两 个 点 41 和 AS, 换 
言 之 , 我 们 相互 独立 地 依 密度 (以 极 坐标 4; = (pi, 0;), i = 1,2 表示 ) 


rdrado 19 
+ 二 
TR2 ， a 


选取 这 两 个 点 . 证 明 , 41 与 As 之 间 的 距离 p 具有 分 布 密 度 far): 


0 - zs (ane (5) 1 (5). )- 
其 中 0 <r < 2R. 
在 (以 (0,0), (0,1), (1,1), (1,0) 为 顶点 的 ) 单位 正方 形 中 “随机 地 ”( 需 明确 含 
义 !) 选取 一 点 P — (zy). 试 求 该 点 离 点 (1,1) 比 离 点 (1/2,1/2) 更 近 的 概率 . 
(会 面 问题 ) A, B 二 人 约定 在 7 时 至 8 时 之 间 会 面 . 但 二 人 都 忘 了 会 面 的 具体 
时 间 , 于 是 都 “随机 地 ”在 7 时 至 8 时 之 间 到 达 会 面 地 点 , 并 且 都 等 待 了 不 多 于 
10 分 钟 . 证 明 , 他 们 能 够 见 上 面 的 概率 不 大 于 11/36. 


设 X, Xs,.… 为 独立 随机 变量 序列 S, = > X, 证 明 , S, 与 5 关于 5, 所 生 
成 的 o- 代 数 o (S3) 条 件 独立 . - 
称 o- 代 数 4, 与 4 关于 o- 代 数 9 条件 独 立 , 如 果 





P(p; € dr, 0; € do) = 


P(AiA2 | 4) - P(AL | &)P(Ao | 4); 对 一 切 A, € 4, i— 1,2. 


WEBB, d, 与 e XT ds 的 条 件 独 立 性 等 价 于 下 述 条 件 中 的 任何 一 个 (P-a.s.) 
成 立 : 

(a) P(Ai | e(45045)) = P(A;i | 45), XI—9U] Ai € €. 

(b) P(B | e($5045)) — P(B | 4), XI—U] B € 2^, 其 中 i 29 n-, bi 
得 4, = o(). 

(c) P(Bi B; | e(4,U4)) =P(B | 4&)P(B; | €), XI—9U] Bye 44, Bc 
4^, RP 1 和 为 n-3&, 1838 4, — 0(93), 4 — o(25). 

(d) E(X | e($5 U 45)) = E(X | 45), 对 一 切 c(*4 U«) 可 测 的 并 且 存 在 数 
学 期 望 EX 的 随机 变量 x (参阅 第 6 EX 2) 
证 明 , 关于 条 件数 学 期 望 的 法 图 引 理 的 如 下 推广 形式 ( 试 比 较 定理 2 中 的 (d)): 

设 (Q, 多 , P) 为 概率 空间 ，(&;,);>1 为 随机 变量 序列 , 使 得 数学 期 望 Eé,， 
n 2 1l Elim&, 有 定义 (可 以 取 士 oo 值 , 参阅 第 6 节 定 义 2). 
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17. 


18. 


19. 


20. 
21. 
22. 


23. 
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第 二 章 概率 论 的 数学 基础 


假设 多 是 多 中 事件 的 子 o- 代 数 , 且 


supE(£, T(én > 0) 19) 一 0 (Pas), 
nzl 


Q — OQ. 


证 明 
E (lim&, | 4) < limE(én | 4)  (P-a.s.). 


如 同上 题 , (&;);>1 为 随机 变量 序列 , 使 得 数学 期 望 Et, n2 1 有 定义 ,是 多 
中 事件 的 子 o- 代 数 , 使 得 


sup lim Bl(lénl(lén| 2) 19) =0 (Pa). (9) 
证 明 , 如 果 £, 一 £(P-a.s.), 并 且 Et 有 定义 , 则 
E(£,|4) 9 E( | 乡 ) (P-a.s.). (3) 


将 上 题 中 的 条 件 (9) 换 为 : 对 某 个 a > 1, 有 sup E(|£|* | 4) < oo (P-a.s.). 证 明 
(xx) 式 中 的 收敛 性 仍然 成 立 . 
设 对 某 个 p > 1,8 £&, 5 c. 证 明 , 对 任何 子 o- 代 数 9 C 多, 都 有 


E(& | 4) ^ E(£ | 4). 


&X5Y 为 随机 变量 , EX? «oo, E|Y| < oc. 

(a) D(X|Y) = E(X — E(X|Y)?|Y]. iEH, DX = ED(X|Y) 十 
DE(X|Y). ( 试 比较 第 一 章 第 8 节 第 22 题 .) 

(b) 证 明 , cov(X, Y) — cov(X, E(Y | X)). 
试 说 明 , 例 5 中 的 充分 统计 量 T(w) = s(Xi(w)) 9 --- 十 s(Xn(w)) 是 否 为 最 小 的 . 
试 证 明 因 式 分 解 表 达 式 (57) 的 正确 性 . 
证 明 , 在 第 10 小 节 的 例 5 中, 有 Ee(X; | 了 T) = 
有 Xi(w) — z;, $—1,--,n 
设 A,B 与 C ,Cn 为 概率 空间 (0, 多 , P) 中 o- 代 数 多 中 的 事件 . 设 对 任何 
i 二 1,-… ,n, 都 有 


37, 其 中 ， 对 于 ww 一 (zi, us | £n), 


P(C;j) 20, P(A|Ci) 2 P(B|Ci) 
H Ü C; — 0. 试问 , 是 否 必 有 P(A) > P(B)? 


设 与 了 为 随机 变量 , E[X| < o00, ElY| < oo, 以 及 E(X|Y) > Y 和 
E(Y | X) 2 X (P-a.s.). 证明 , X — Y (P-a.s.). 
提示 : 首先 证 明 , 关于 “>” 场 合 下 的 证 明 可 以 归结 为 等 号 情形 下 的 证 明 . 
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87. XT -代数 的 条 件 概率 和 条 件数 学 期 望 :97- 


方法 1: 取 函 数 g(w) = arctan wu, 则 有 (X — Y)(g(X) — g(Y)) 2 0 (P-a.s.), 
同时 容易 验证 E[(X — Y)(g(X) — g(Y)) 20. PH X — Y (P-as.). 

方法 2: 分 别 验证 EXC = 1, EXVE = 1, 再 令 2 = XpH, JPUEB] 
E(VZ - 37) — 1. 由 此 可 得 P(X* =Y+}=1. 同 理 可 证 P(X- =Y = 1 

ik: 我 们 在 此 顺便 指出 , 不 存在 这 样 的 随机 变量 X 与 Y, 使 得 E[X| < 
oo, E|Y| < oo, 并 使 得 严格 不 等 式 E(X|Y) > Y 和 EQ LX) > X 成 立 ，( 因 
若 存 在 这 样 的 随机 变量 , 那么 就 会 导致 如 下 的 矛盾 : EX = EE(X|Y) > EY = 
EE(Y | X) > EX.) 


设 X 为 随机 变量 , 服从 几何 分 布 : 
P{X=k}=pg!, k=1,2,..., 0<pg1, q—1-p. (*) 
证 明 , 对 于 m,n € {1,2,…}, 有 
P{X>m+n|X>n}=P{X > m}. (**) 
( 试 给 出 该 性 质 的 一 种 解释 .) 
再 证 明 其 逆 命 题 : 如 果 取 值 于 集合 {1 2,…} 的 离散 随机 变量 满足 性 质 Qe), 
那么 它 必 服从 几何 分 布 (*). 
( 试 比 较 第 45 题 .) 
证 明 , 随机 向 量 (X, Y) 与 QC, Y) 同 分 布 (x, Y) < (QG Y), 当 且 仅 当 , 对 任何 事 


件 A, V P(X € A|[Y) - P(X € AI Y] (P-a.s.). 


设 久 与 Y 为 相互 独立 的 参数 分 别 为 A>0 入 >0 的 泊 松 随机 变量 . uo 条 
件 分 布 Law(X | X 十 了 ) 为 二 项 分 布 : 


À k u n—k 

Pic -scev en ee (SA) (sez). oeken 
设 随 机 变量 上 服从 区 间 [--a, 上 的 均匀 分 布 , 其 中 a 20,0520. $4 -— 
c(|£]), && = c(sign£). 试 求 条 件 概率 P(4 | 经), i = 1,2, 其 中 A = {€ > 0) 和 
A — (£« aj, fi o € [—a, 0]. 
试 举例 说 明 , 等 式 E(£- 0|) = E(£|4) 4 E(n| f) (P-a.s.) 并 非 恒 能 成 立 ; 试 比 
较 第 4 小 节 中 的 性 质 D*. 

示 : 可 能 会 出 现 这 样 的 情况 , E(£ + m19) 确定 并 且 (P-a.s.) 为 零 , 而 此 时 
作为 和 的 E(E19) + E(n| d) 却 是 不 确定 的 . 
在 事件 Be 多 关于 o- 代 数 9 C 多 的 条 件 概率 PB | 9)(0) 的 定义 中 (参阅 第 
2 小 节 中 的 定义 2) 并 未 假定 P(. | 多)(w) 概率 为 1 地 是 (09, 多 ) 上 的 测度 . 
试 举例 说 明 , P(|4)(w) 的 某 些 版 本 (以 正 概率 P) 不 是 测度 . 
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试 举例 说 明 , 存在 相互 独立 的 随机 变量 X,Y 和 c- 代 数 v, 使 得 对 某 些 集合 4 
和 B, 在 正 测 集 上 有 

P(X «€ A, Y e B|f)(wv) Z P(X € A|d)(w)P(Y e BIY)(w). 
(换言之 , 独立 性 不 能 自动 保证 条 件 独 立 性 .) 
如 果 随 机 变量 族 (£5, n > 1) 一 致 可 积 , 并 日 & — € (P-a.s.), 则 E£, — Ec ( 参 
阅 第 6 节 定 理 4b)). 同时 在 |£,| < y, En «oon 21,35H &.—€ (P-a.s.) 的 
条 件 之 下 , 还 可 证 明 (定理 2a)) 条 件数 学 期 望 的 (P-a.s.) 收敛 性 : E(£,14) 一 
E(£14), n — oo. 

试 举例 说 明 ， 如 果 将 和 条件“ 如 | < m, Eg < oo,n 2 1" 换 为 “随机 变量 族 
(&, n 2 1} 一 致 可 积 ”, 则 未 必 就 有 P(£,|4) — P(E 189) (P-a.s.), n — oo. 类 
似 地 , 对 于 第 6 节 定 理 4 ( 即 关于 一 致 可 积 随机 变量 族 的 法 图 引 理 ), 若 将 其 中 的 
性 质 a) 换 为 条 件数 学 期 望 , 则 亦 会 有 相应 的 情况 出 现 ，( 亦 可 参阅 上 面 第 15 ~ 
17 题 中 所 引述 的 命题 .) 

取 ([0, 1], 多, 和) 作为 概率 空间 (Q, 多 , P), 其 中 和 是 勒 贝 格 测度 , .多 为 博 雷 尔 集 
合 类 . 试 举例 说 明 , 存在 子 o- [C9 C 多 , 在 它 上 面 的 条 件数 学 期 望 E(1|9) (w) 
存在 形 如 狄 利克 雷 函 数 的 版 本 : 


diss n QJ 为 无 理 数 ， 
0，w 为 有 理 数 . 
(事实 上 , 完全 可 能 出 现 这 样 的 情况 , 即 对 于 非常 “光滑 ”的 函数 上 = &(w), 例如 
&(w) 二 1, 其 条 件数 学 期 望 E(c|v)(w) 也 可 能 会 是 o 的 极 不 “光滑 ”的 函数 .) 
如 果 随 机 变量 上 的 数学 期 望 Ec 确定 , 则 根据 性 质 G* (参阅 第 4 小 节 ), 应 当 有 
E(E(£|5)) = E£ (其 中 7 为 某 个 随机 变量 )， 试 举例 说 明 , 存在 这 样 的 随机 变量 
£ 和 n, 对 于 它们 , 数学 期 望 E(E(C|9) 确定 , 但 是 Et 不 存在 . 
V O-(0,12,...), fi Po(u — k) — £X (k 2 0) 是 以 9>0 为 参数 的 泊 松 分 
4g. 证 明 , 对 于 参数 1/0, 不 存在 无 偏 估 计 T — T(w)( 意 即 Eg|T| < oo, 0620, H 
对 一 切 6 > 0, 都 有 Eo7 = 1/0.) 
考虑 概率 -统计 模型 (Q, 多 , 27), 其 中 概率 测度 P BU 2 = (P) 是 受 控 的 . 设 
乡 G 多 是 某 个 充分 的 o- 代 数 . 证 明 , 任何 满足 条 件 儿 CC 多 的 o- 代 数 儿 都 
是 充分 的 .( 在 伯 克 霍 尔 德 (Burkholder) 的 专著 [18] 中 , 有 例子 表明 , 在 不 受 控 
的 场合 下 , 一 般 来 说 , 没有 此 结论 .) 
证 明 , 下 列 各 空间 都 是 博 雷 尔 的 : 
(a) (R^, 2Z(R")). 
(b) (R™, ZZ(R??)). 
(c) 波 利 希 空间 (完备 可 分 的 距离 空间 ). 
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87. XT o- 代 数 的 条 件 概率 和 条 件数 学 期 望 - 99 - 


W (E, &) 是 博 雷 尔 空 间 . 证 明 , 存在 可 数 生成 的 代数 or, 使 得 o(o7) = &. 
(针对 性 质 K*) n 是 9 可 测 的 随机 变量 , 上 是 多 可 测 的 随机 变量 ， 并 且 
E|n|* < oo, Elél? < oo, Kf p» 1, 2 4-2 — 1. 证明, E(£n| 4) = qE(E|&). 

设 x 为 随机 变量 , 其 分 布 对 称 (Law (X) =Law (-X)), 以 F(z) 表示 其 分 布 函 

BC 试 求 条 件 分 布 P(X < z|o(1IXD)(w), z € R, 其 中 o(|X|) 是 由 随机 变量 |X| 

生成 的 -代数 . 

设 4 与 B 为 事件 ,有 P(4)=a, P(B) -1- 8, &'P0«8 «1, 8 « o. 证明 
a — 
l= 

设 p. 是 一 个 家 庭 中 及 个 孩子 的 概率 , 并 且 


1 
po—-p-a(«5) p -(- 2a)2 (7-0, k22. 


(生男 孩 和 女孩 的 概率 都 是 1/2.) 

试 在 一 个 家 庭 已 经 有 两 个 男孩 的 条 件 下 , 求 

(a) 该 家 庭 仅 有 两 个 孩子 的 概率 Po. 

(b) 该 家 庭 还 有 两 个 女孩 的 概率 已 中 

提示 : 可 以 简单 地 利用 贝 叶 斯 公式 解答 本 题 . 为 了 检验 , 我 们 指出 已 。= 
27/64, Pis) = 81/512. 
设 X 为 随机 变量 , 其 分 布 对 称 (X 5 —X), 函数 wp = o(z), z € 民 使 得 Elyp(X)| < 
oo. 证 明 





« P(A|B) « 1— 8. 


Elp(X)|IX)] = zke(XD + wp(-IXD)] (P2). 
设 X 为 非 负 随机 变量 . 试 求 条 件 概率 : 
P(X 和 ZLX) 和 PK 和 ZX)， 

其 中 | 和 | 表示 不 超过 X 的 最 大 整数 (在 一 般 的 文献 中 , 通常 记 为 [X]), 而 [XT] 
表示 不 小 于 X 的 最 小 整数 . 
如 果 随 机 变量 X 服从 参数 A > 0 的 指数 分 布 , 即 P{X ze, x 2 0, Bu 
对 任何 非 负 实数 z 与 y, 都 有 如 下 性 质 (无 记忆 性 ) 成 立 : 

P(X >z+y|X>7)= P(X »y). 
证 明 , 对 于 广义 非 负 ( 即 取 值 于 [0, eol 的 ) 随机 变量 X, 如 果 具 有 所 述 的 性 质 ， 
则 必 有 下 述 情况 之 一 发 生 : 或 者 P{X = 0} = 1; 或 者 P{X = oo} = t; 或 者 服 
从 参数 为 某 个 0 < 入 < oo 的 指数 分 布 . 


提示 : f(r) = P(X > zx), x 2 0, 则 由 所 述 性 质 得 f(z - y) = f(x)f(y). 
于 是 所 要 证 明 的 命题 归结 为 证 明 , 该 函数 方程 在 右 连 续 不 超过 1 的 非 负 函数 范 
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围 内 只 有 如 下 三 种 形式 的 解 : 或 f(x) = 0; 或 f(z) = 1; 或 对 某 个 0 < 入 < oo, 
有 f(z)-e ^. 
设 随机 变量 X 与 Y HLECEDCR BR —Bróg. 证 明 ， 

(a) cov(X, Y) 2 cov( X, E(Y|X)). 

(b) 如 果 E(Y|X) = 1, 则 有 


DX x DXY. 


BE Xo, XV 为 独立 同 分 布 随机 变量 . 在 离散 情况 下 , 以 f(z; 0) 表示 其 分 布 
取 值 x (z € {0,1,…}) 的 概率 ; 在 绝对 连续 情况 下 , 以 f(z; 9) (z € R) 表示 其 
分 布 密度 , 其 中 o 为 某 个 参数 . 

我 们 要 在 关于 f(x; 0) 的 各 种 不 同 假设 情况 之 下 , 讨论 关于 参数 0 的 充分 
统计 量 T, 和 (XI ,Xn) 的 构造 问题 . 

证 明 ， 

(a) 如 果 f(x; 0) = 0(1 一 0)*, z € {0,1,…} 和 0<9<1 (几何 分 布 ), 则 关 
T 0 的 充分 统计 量 是 ZT, = Xi 十 … X, 

(b) 如 果 
TO 十 2) qf 
rT(6)r2)" 


(参数 为 a = 9, 8 = 2 的 贝塔 分 布 ; 参阅 第 3 节 表 3), 则 关于 0 的 充分 统计 量 是 
TY 9 CREE am 
(c) 如 果 


f(x; 0)— 





(1—zx) Oszzxl, 0250 


f(x; 90) = ge ， rz0, 0>0 


(参数 为 入 = 1/0 的 指数 分 布 ， MENS a —1, B — 0 HET; 参阅 第 3 
节 表 3), 则 关于 0 的 充分 统计 量 是 T, = X1 十 … 十 Xn. 
(d) 如 果 


f(x: 0) = A e*/"* zeR, 0»0 


(参数 为 o = 0 的 正 态 分 布 N(0, o2)), 则 关于 0 的 充分 统计 量 是 T, = X2 
X. 
(e) 如 果 


TO 一 Le 一 Z7H ~ 
f(z;0)— NOTA € , t20, 050 


(参数 为 a = 6, 6 > 0 的 伽 玛 分 布 ; 参阅 第 3 节 表 3), 则 关于 9 的 充分 统计 量 是 
Ted docte 

设 f(z; o, 8) 为 贝塔 分 布 (参阅 第 3 3536 3) 的 密度 函数 , 且 a = 8 = 9 > 0 
试 求 关于 参数 0 的 充分 统计 量 





88. 和 随机 变量 11 - 101 - 


1—(061/z)?9, rz; 
F(z; 0) = 
0 


z«0 


为 两 参数 0 = (061, 05) 的 帕 雷 托 (Pareto) 214p, 其 中 91 > 0, 9。> 0 (参阅 第 三 章 
第 6 节 第 23 题 中 的 定义 ). 试 求 关 于 参数 9 = (061,02) 的 充分 统计 量 . 


88， 随 机 变量 II 


. 试 证 明 (9), (10), (24), (27), (28), (34) ~ (38) XX. 


. B6, i68 为 独立 同 分 布 随机 变量 , 具有 分 布 函数 F(z) CHSESRE PROBUETERTT, 
RUÉB 25 RE PR f (x)). 令 € = max (£i, - ui nis 6 一 min { 6 b Ea T; p & — €. 


证 明 
F; «(y z)- | (rw) E (FG) Es F(z)) ,Y>Z, 
(FQ) ， - 


n—2 
-— | n(n—1)(F(W)— F(z))  fGf(v v», 


0, y & x, 


I m 


Fj(z) = l /eg - F(y - zx) ^ f(y)dy, x 2 0, 


0, z «Q0, 


n 一 LL —g4 n—2 —g 5 
jue : Df [ew F(y — 2)" "f(y — z)f(y)dy, x 2 0, 
0, z «D. 
3. 设 随机 变量 & 与 名 相互 独立 , 分 别 服从 参数 为 和 > 0 和 A» > 0 的 泊 松 分 布 . 
证 明 
(a) & 十 所 服从 参数 为 Ni + 》Xa 的 泊 松 分 布 . 
(b) & — €) 具有 如 下 形式 的 分 布 : 


k/2 
À 
Pi& 一 £2 = k} 一 e O12) (x) Ix(24/ A1À2), k — 0, SES i2,-..- 
2 
其 中 


天 (2z) = z* PED 
是 大 次 第 一 类 修正 的 贝 塞 尔 函 数 . 


提示 : 证 明 (b) 的 一 种 方法 是 : 考察 随机 变量 &1 — £€ 的 以 级 数 形式 表 出 的 
母国 数 ( 详 见 附录 第 3 35). 














. 102 - 第 二 章 概率 论 的 数学 基础 


4. 在 《概率 》 第 一 卷 第 256 页 中 的 (4) 式 中 令 m, — ma = 0. 证 明 
人 
i n(ciz? —2p0i02z + 02) 
5. 设 上 与 7 为 随 栅 变量, FR p*(£, 9) = sup p(u(£), v(7)) 是 它们 的 最 大 相关 系 
数 , 其 中 的 上 确 界 为 对 一 切 使 得 相关 系数 p(wu(€), v(n)) WE BUTS AR BRE v — 
u(z), v — v(z) 所 取 . 证 明 , 随机 变量 上 与 o 相互 独立 , LEO pr(6 0) — 
( 亦 可 参阅 下 面 的 第 6 题 .) 
提示 : 必要 性 显然 . 为 证 充分 性 , 令 u(£) = IA(£), v(m) = Ip(n), 其 中 , A 与 
B 为 任意 的 博 雷 尔 和 集合 . 由 性 质 supp(u(£), v(7)) = 0 应 当 可 以 获知 


Pié € A, nc Bj - P{é € A}P{n € B] = p(Ta(é), IEp(n)) = 


再 由 4 与 B 的 任意 性 即 得 上 与 7 相互 独立 . 
6. (第 5 题 续 ) 设 (9, 多 , P) 为 概率 空间 , 多 与 v. 是 多 的 两 个 子 o- 代 数 , 而 

L?(Q, ZF;, P) 是 多 可 测 的 二 阶 矩 有 限 的 随机 变量 的 空间 , i = 1,2. 

今 

p" (41, 5) = sup |e(&i, £2)], 

其 中 p(&i, £2) 是 & 与 & 的 相关 系数 , 上 确 界 为 对 一 切 & € PP(0, £;, P, i = 
1,2 的 随机 回 量 (£i, £2) 所 取 . 

(a) 证 明 ， 如 果 E 一 c(Xi) zi d 一 I(X2)， 其 中 X1 导 X2 是 (0, 多， P) 
上 的 两 个 随机 变量 , 则 

p' (c(X1), o(X2)) = sup|p( Xi, X2)|. 


(5) & 4 — VC U a) P= YB U 4), 其 中 了 工 是 某 个 指标 
集 , o4, Y db c FOR 而 所 有 的 c -代数 o o (af 4j, icl 为 整体 独立 ，( 将 
0 (Li， 多 ;) 理解 为 由 所 有 集合 A; € o, 和 B, c d, 所 生成 的 o- 代 数 .) 证 明 


"(v 2f, va) = supp *(eX;, Bi). 


icI icl 


一 


界 为 对 所 有 的 集合 4e 4., B ce 2 所 取 ): 


a(2,, 95) —sup|P(An B) - P(A)P(B)|, 
plF1, 975) -sup|P(B| A) - P(B),  P(A) > 0, 


Uu S cup 


. 设 9 与 2 是 两 个 于 o- 代 数 . 我 们 引入 下 列 各 种 混合 特征 指数 (其 中 的 上 确 





10. 
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再 令 
| MM 
B(91, 42) = sup 7 5 / |P(AiN Bj) - P(Ai)P(B;)), 
i—1 j=1 
其 中 的 上 确 界 为 对 所 有 这 样 的 分 割 对 {4 , Au) 与 {Bi1,… , Bu) Bri, 其 


JTOU—W1zicxN, 1xj« M, Aie £3, B; e £s. 
结合 上 题 所 定义 的 po*( 多 ，. 锡 ), 证 明 下 述 各 不 等 式 : 


CL 人 多， 多 2) & B(21, 2) & p(F1, F2) < (94, 3) 


CQ( 多 1， 多 2) € p* (91, 92) « 2*7 (45, 5), 
p'(41, 42) € 29 7 (£1, 3)o P C25, F1). 


- Ens ur 为 独立 同 分 布 的 非 负 随 机 变量 , 服从 密度 函数 如 下 所 示 的 指数 分 


布 : . 
f(t)=Ae *:, t>0. 

证 明 , 随机 变量 产 十 … 十 亲 的 分 布 具有 如 下 的 密度 函数 : 
入 RE 一 上 已 一 人 
ET t 之 0, 


并 且 有 


K 一 1 
At 
P(n 4n» exeo N 


1! 
t£-—Ü0 


. 设 £ ~ N(0, o?). 证 明 , 对 一 切 p > 1, 都 有 


Elé|? = Cpo?, 


20/2 /p+!1 
Cr = Uil (222 ’ 
= f e-*a*-1dz 是 欧 拉 - 伽 玛 函数 . 特别 地 (参阅 第 6 节 第 36 BD, 对 于 
所 有 n> 1, 都 有 


其 中 





E£^" = (2n — 1)!llo?^. 
设 6€ 53 n 为 相互 独立 的 随机 变量 , 使 得 上 +y7 5 6€ 同 分 布 . 证 明 n= 0 (P-ass.). 
提示 : 设 m, ,mn, n 2 1 相互 独立 , 均 与 9 同 分 布 , 并 且 都 与 上 独立. 则 
在 题 中 的 条 件 下 , 对 任何 ”> 1 随机 变量 上 十 六 十 … 十 人 都 与 & 同 分 布 . 


如 果 《 与 9 的 所 有 阶 矩 都 存在 , 则 为 证 题 中 结论 , 还 可 通过 比较 半 不 变量 
E 与 a k > 1 来 实现 . 
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11. 设 随机 变量 对 (U,V) 服从 单位 圆 ((u,v) : u?--v? « 1) 中 的 均匀 分 布 , 而 


W*-U?*r-V?. a 
| 21nW | 2InW 
dot W d W 


证 明 , x 与 Y 是 相互 独立 的 正 态 N(0, 1) 随机 变量 . 
12. E U 5j V 是 相互 独立 的 区 间 (0,1) 上 均匀 分 布 的 随机 变量 . 定义 








X —v-—InVcos(2nU), Y —vV—1nV sin(24U). 
证 明 , x 与 Y 相互 独立 , 且 都 服从 正 态 N(0, 1) 分 布 . 
13. 设 RR 是 正 值 随机 变量 , 服从 瑞 利 分 布 , 其 密度 函数 为 
2 
Ín(r) = eel - P r > 0, 


20? 
其 中 o? > 0; 而 0 为 服从 (o, a--2nk) 上 的 均匀 分 布 的 随机 变量 , HrPkeN- 
{1,2,...}, a € [0,27). 
证 明 , 随机 变量 X — Rcos0 Ej Y = Rsin0 相互 独立 , 并 且 都 服从 正 态 分 
布 NN(0, o2). 
14. 试 举例 说 明 , 存在 随机 变量 € 与 n. 它们 都 服从 高 斯 分 布 , 但 是 它们 的 和 & 十” 
不 服从 高 斯 分 布 . 
15. 设 X 为 随机 变量 , 服从 柯 西 分 布 , 其 密度 函数 为 





1 a 
f(z) = * a2-z?* 
证 明 , 随机 变量 Y = X" 的 密度 函数 g(y) 为 
ay  x- 
9- an (a2 4- y2/n)' n 为 奇数 ， y cR, 
MS 2ay- "x. 
n 为 偶数 ，y e 及 . 


16. 设 F(z) 为 分 布 函数 . 证 明 , 对 任何 a > 0, 函数 


ee — - / "7 Pü)du 与 Gs(z) = 元 / Plu) 
也 都 是 分 布 函 数 . 


17. 设 随 机 变量 X 服从 参数 为 入 > 0 的 指数 分 布 (fx(z) = Ae? I(a > 0). 
(a) 试 求 Y = X/^, a > 0 的 分 布 密度 (相应 的 分 布 称 为 韦 布尔 (Weibull) 
2). 





18. 


19. 
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(b) EGK Y = In X 的 分 布 密度 (相应 的 分 布 称 为 二 重 指数 分 布 , 亦 可 参阅 
第 48 题 ). 

(c) uEBH, 随机 变量 X 的 整数 部 分 [X] 与 分 数 部 分 (X) 相互 独立 , 并 求 出 
它们 的 分 布 . 
设 随机 变量 X 与 Y 具有 形 如 f(z,y) = g(Vz -- y?) 的 联合 密度 函数 f (on, y). 

(a) 试 求 随 机 变量 p = VX2 +Y2 与 9 = arctan(Y/ X) 的 联合 密度 函数 . 证 
BH, 随机 变量 p 与 9 相互 独立 . 

(b) & U — (cosa)X+(sina)Y, V = (—sina)X -- (coso)Y, o € [0,2]. 证 
Bj, 随机 变量 U 与 V 的 联合 密度 函数 就 是 f(z,y) (这 一 事实 反映 了 向 量 (X, Y) 
在 “旋转 变换 ”之 下 的 分 布 不 变性 ). 
设 X1,… XV 为 独立 同 分 布 的 随机 变量 , 具有 连续 分 布 函数 FP = F(z). 在 我 
们 的 假定 之 下 , 既然 有 P{X; = X; = 0, i2 5 (参阅 , 例如 , 本 节 中 的 第 76 题 
等 ), 因此 

P{ 对 某 些 ;7 有 X; - Xj}=P([J{Xi=X}) «Y; PUG = Xi}=0. 

这 就 表明 , 概率 为 1 地 可 将 Xi(w),… , Xa (w) 按 大 小 (唯一 地 ) 严格 排序 . 

如 果 将 排序 后 所 得 的 新 随机 变量 记 作 XI … , XA" ( 称 为 秩序 统计 量 , 亦 
可 参阅 第 三 章 第 13 节 和 第 一 章 第 12 节 第 8 题 ), 则 概率 为 1 地 有 


XI™ (vw) < < XC») 
和 ( 试 比较 第 2 题 ) 
XM™(w) = min (X1(w),--- ,X«(w)), ,XV (us) = max (X1(w), ,Xn(w)). 


(a) 证 明 , XT n 22 和 2 < k < n, 随机 变量 > 的 分 布 函 数 pe = 
FÉ? (zx) 满足 如 下 关系 式 : 


F(z) = F(z) FC (z) + (1 — F(z)) FP? (2). 
以 下 补充 假设 分 布 函数 已 = F(x) 具有 密度 函数 f = f (a). 
证 明 ， 
(b) 随机 变量 XC? 的 概率 分 布 密度 为 : 
nf (z)Cs i(F (x)! [1 — F(z)]"-*. 
(c) 随机 变量 XU9,.... XÜ) 的 联合 密度 f(zi1,.… ,zn) 为 
nif (21) --* f(zn), WErx-.e xr 
f (2 ,Tn) = 
0, 其 他 场合 . 
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20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 
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(d) 如 果 f(z) = fu(z)( 即 随机 变量 X; 服从 区 间 [0, 1] 上 的 均匀 分 布 ), 则 


r(n — p- 1) 


Exo = -上 sk 
T nl (n 4- 1)?(n 十 2) 


cov( X9), XQ) = rp. 


设 6,6. 为 独立 同 分 布 的 随机 变量 , 服从 正 态 分 布 N(m, o?). 随机 变量 
bes i = 1226 - 8". n>1, 


分 别称 为 样本 均值 和 样本 方差 . 证 明 

(a) Es? = c*. 

(b) 样本 均值 与 样本 方差 s? 相互 独立 . 

(c) €  N (m, a? /n), 而 (n — 1)s2/o? 服从 自由 度 为 mw — 1 的 x? 分布. 
设 Xi1,… ,Xn 为 独立 同 分 布 的 随机 变量 , v 为 与 Xi X, 独立 的 取 值 于 集 
€ {1,… ,n} 的 随机 变量 . 令 5, = Xi 十 … 十 Xu, 证 明 


DS, DX, Dv 
ES, EX EDO 








DS, = DX, Ev + (EXi)?Dv, 


Wt M(s)- Ee 是 随机 变量 X BJABBREPRUR (参阅 第 6 节 第 32 BD). 证 明 , 对 任 
何 s> 0, 都 有 了 P{X 20) « M(s). 


设 X,X1,… ,X， 为 独立 同 分 布 的 随机 变量 ，5。= Y: X, 5 = 0, M, — 
i—i 
max $;, M = Sup Sn. tc 二 n 表示 随机 变量 € 与 o 同 分 布 . 证 明 ， 


0&j&n 
(a) M, z (Ma, .14 X)*, n2 1. 
(b) 如 果 S, — oo (P-as.), 则 M id (M+ X)*. 
(c) 如 果 -co < EX < 0, H. EX? « oo, 则 


DX — D(S - X)- 
—2EX 


EM — 


在 上 题 中 的 条 件 下 , XJ e > 0, 4 M(e) = sup (Sn — ne)， 证 明 lim eM(e) = 
(DX)/2. 

设 £ 与 7 为 相互 独立 的 随机 变量 , 分 别 具 有 密度 函数 fe(z),，z e R 和 fn(y) = 
Io,s(y) ( 即 随机 变量 w 服从 区 间 [0,1] 上 的 均匀 分 布 ). 证 明 , 此 时 (36) 和 (37) 





26. 


27. 


28. 


29. 
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式 分 别 具 有 下 列 形式 : 
feo) z20 
fe«(2) = / M 
Q, 2 «0, 


i 
/ zfc(zx)dx, 0xzx«l, 
0 
md 
fe/nlz) = zl rfe(x)dm,  z > 1， 
e£" JO 
0, z « Q. 


特别 地 , 如 果 随 机 变量 上 也 服从 区 间 [0, 上 的 均匀 分 布 , 则 


1 

c 0 < < l, 

2， 
fe/n(z) = RS z»1l, 

222?' 

0, z « QU. 


(a) WE € 5j 7 为 相互 独立 的 随机 变量 , 均 服 从 参数 为 » 0 的 指数 分 布 . 

证 明 , 随机 变量 。 服从 区 间 [0, 1] 上 的 均匀 分 布 

(b) 设 与 7 为 相互 独立 的 随机 变量 , 分 别 服 从 参数 为 Xi 和 和 2 的 指数 分 
布 , 其 中 Ai z Az. 证 明 , 随机 变量 £ +7 的 密度 函数 fetn(z) 为 : 


e ^ e 一 zZ/ 入 2 


jn 二 一 人 ooo() 


设 上 与 n 为 相互 独立 的 正 态 NW(0,1) 随机 变量 . 证 明 ， 

(a) 随机 变量 £/m 与 €/|m| 均 服 从 密度 函数 为 二 ra， ZE 以 的 柯 西 分 布 . 

(b) 随机 变量 el/ 具有 密度 西数 eism, 20. 
设 Xi ,Xn 为 相互 独立 的 随机 变量 ， 分 别 服从 参数 为 uoc ;An 的 指数 分 布 ， 
HUBAQEAQdZj. 4 T, Xi X4. 证 明 , 概率 PUT, > 0) 可 以 表示 为 
下 述 形式 : 

P{I > tt} = >》 Qine it. 
i-i 

试 求 系数 Gains d$ — 0,9» 
设 6,6, 为 随机 变量 序列 ,有 Ec, 20, E£2— 1. 8, — 64 6, n 2L 
证 明 , 存在 正 数 a 和 o, 使 得 


1 
XT n2 2 < 一 一 一 . 
P n21,H S, 2an tb] < 15 
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30. 设 随 机 变量 上 只 可 取 有 限 个 非 负 实数 值 zx, … ,zk. 证 明 ， 
lim (E£")'/" ES max(z;, HE ; Tk)- 


31. 设 £ 与 n 都 是 以 {1,… ,n) 为 取 值 集合 的 相互 独立 的 随机 变量 .假设 或 有 
E£ < oo, 或 有 En < oo. 证 明 ， 


Emin(£,n) = SP{é> > Ek}P{n > k}. 
ES 
32. 设 & 与 &2 为 相互 独立 的 随机 变量 , 分 别 服从 参数 为 Xi 与 A2 的 指数 分 布 . 试 
求 随机 变量 -í.— 与 随机 变量 ete 的 分 布 函数 
33. it X BY XR HIA REURETE, 并 且 EYY* H3. 证 明 如 下 的 柯 西 - 布 尼 亚 
fr XE AB BESRAE A: 


(EXY")(EYY*) (EYX"')« EXX'. 


(符号 < Xon HARE X: JESU EE.) 
34. (Sf (L. Shepp)) 设 X 为 伯 努 利 随 机 变量 , 有 P(X = 1} = p, P(X = 0} = 
1—p,0«pc« Ll. 
(a) 证 明 , 存在 与 X 独立 的 随机 变量 Y, 使 得 X+Y 的 分 布 对 称 , 即 X -Y 三 
-(X -- Y). 
(b) 在 这 样 的 随机 变量 中 , 找 出 使 得 DY 达到 最 小 的 随机 变量 Y. 
35. 设 U 为 随机 变量 , 服从 区 间 (0, 1) iub dia 证 明 
(a) 对 一 切 入 > 0, 随机 变量 -六 in UV 服从 参数 为 和 的 指数 分 布 . 
(b) 随机 变量 tan « (U — 5) 服从 以 mem ZE 了 为 密度 函数 的 柯 西 分 布 . 
(c) 随机 变量 [nU] + 1 服从 集合 {1 2 … ,n} 上 的 离散 均匀 分 布 . 
(d) 如 果 0 < q < 1, 则 随机 变量 X = 1+ [e 服从 几何 分 布 P{X = k) = 
ge !(1—g), kZ 1. 
36. 试 举例 说 明 , 存在 这 样 的 独立 同 分 布 的 非 负 随 机 变量 序列 X1, X2, --, 使 得 对 任 
fuf p > 0, 都 有 supEXZ < oo, 但 是 对 任何 子 列 (n1, n2, --), 却 都 有 


P [sup X,, « ool zx. 
7 


37. 设 € 与 9 为 相互 独立 的 随机 变量 ， 分 别 具 有 分 布 苯 数 FP = Flz) 和 G = 
G(z)， 由 性 质 P(max(£,g) < z) = P(£ < z)P(n « x) 可 以 推 知 , 随机 变量 
max (£,9) 的 分 布 函数 为 F(z)G(zx). 试 从 另 一 途径 重新 建立 这 一 结论 , 亦 即将 事 
件 (max (£,9) < z) 表示 为 事件 {& < zx, £ 20) 与 事件 n < z, £ « 9) 的 和 ,并 
通过 条 件 概率 来 计算 它们 的 概率 . (最 后 一 步 需 要 用 到 第 6 节 中 的 (68) 式 .) 





38. 


39. 


40. 


41. 


42. 


43. 
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设 £5 n 为 相互 独立 的 随机 变量 , 使 得 它们 的 乘积 69 服从 (人 参数 为 入 > 0 的 ) 
泊 松 分 布 . 证 明 , 上 与 o 之 一 必定 在 集合 (0,1) 中 取 值 . 
对 于 标准 正 态 N(0,1) 随机 变量 上 有 





P{E>z+~ e) z 一 co， 其 中 op(z) = ad 
(参阅 第 一 章 第 6 节 第 9 题 .) ESOSERRA EG A4) p ( 见 第 3 节 表 3) 的 随机 变量 v, 
Jed nz BOXE PE IR 
设 上 为 随机 变量 ，M。 是 它 的 中 位 数 集合 (按照 第 一 章 第 4 节 第 23 题 (a) 的 定 
X; 那里 所 给 出 的 关于 离散 随机 变量 的 中 位 数 的 定义 可 以 自动 挪 到 任意 随机 变 
HE br. 证 明 , 对 于 任何 be RR 和 p> 1, 只 要 E|£|P < oo, 就 都 有 

Iu — bl? < 2E|€ — bJP, 
其 中 jy = Hp e M. (我 们 指出 , 特别 地 ， 如 果 El£|? < oo, 则 有 |n — E£| « 
V2DE.) 


设 与 n 为 相互 独立 的 随机 变量 , 都 具有 有 限 的 二 阶 矩 . 证 明 , 随机 变量 < 十 
与 《一 不 相关 的 充 要 条 件 是 DE = Dr 


设 f 与 g 是 L' 中 的 两 个 少数 . 用 f*g 表示 它们 的 卷 积 (= f f(y)g(zx — y)dy). 
R 
证 明 如 下 的 杨 不 等 式 : 


f lx9) ea < f ritas [ laca 
KR R R 


(22) 式 给 出 了 用 & 的 密度 函数 fe(z) 来 表示 m = 2(5) 的 密度 函数 f, (y) 的 公式 : 


fn(y) = fe(h(y))h (y), 


其 中 h(y) = pi(y). 

WIR? 中 的 某 个 开 集 , 函数 y = yp(x) 定义 在 了 上 取 值 于 RR". wm. 
如 果 xz = (x1,… ,zn) €E 了 则 y= (yy ,yn), 其 中 yi = vim Un) des 
l,--- ,n.) 很 设 所 有 的 偏 导数 oe: 都 存在 并 且 连 续 , 使 得 |Je(z)| > 0, ze 7, 其 
中 Jo(z) 是 函数 vo 的 雅 可 比 行列 式 : 


Ops m 
Jo (x) 一 det| s " 1 I 1, ) sx n. 








证 明 , 4 € = (&1,… ,én) 是 取 值 于 1 的 随机 向 量 , 具有 密度 函数 fe(x), 而 
7 = q(£), 则 7 的 密度 函数 f (y) 存在 , 并 且 在 集合 p(T1) = (y: y= yp(z), ze 了} 
上 , f4(y) 的 值 由 如 下 公式 给 出 : 


fn(y) = fe(h(y) Jr)), 
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其 中 必 = yp-! 是 yp 的 反 郴 数 (并 且 , 由 于 |J(z)| > 0, 故而 |Js(y)| > 0). 
提示 : 运用 多 元 积分 的 换 元 公式 (第 6 节 第 74 MH) 在 其 中 令 g(x) = 
G(v(x)) fe(z), 其 中 G 是 恰当 选取 的 函数 . 
44. Wn — A£ B, 其 中 上 = (6,6) m — (0 
|detA| > 0, 而 B Jg n 维 向 量 . 证 明 


Ih), 4 为 nxn JR, 有 


提示 : 4 p(x) = Art B, 利用 上 面 第 43 题 的 结论 , 并 需 证 明 |J-:(y)| = 
1/|det.A|. 
45. (a) 设 5i m 为 随机 变量 , 它们 的 相关 系数 是 p(£, n). 证 明 


p(ci£ t €2, Caf] 十 C4) = p(€, n): sign(c1c3), 


其 中 


—l, z«9Q. 
(b) 设 61,62, 65, £4 为 随机 变量 , 相应 的 各 相关 系数 分 别 为 p(&i, £5), i Z3. 
证 明 
pléi + é2, &3 -- &4) = [p(é1, £x) + Ap €4)] + [plé2, €3) + p(é2, &)]. 


46. 设 X= (Xi,… ,Xn), n 之 2 为 高 斯 癌 量 , 它 的 各 个 分 量 是 独立 同 分 布 的 正 态 随 
机 变量 X; ~ N(0, o2)= 1 ,n. 我 们 来 考察 向 量 X = (Xi, , X4) 的 球 坐 
BR R,9;,,-.,0, ,, 亦 即 , 令 R20, ie[l02m 1& i & n — 1, 和 
Xi = Rsin$,, 
Xm = Rsin9,,co08$,,.1.-..cos 61, 2x m«n- 1, 
Xn_1 = Rsin $4 1coso,. 2... cos, 


X, = Rcos 94, 1cos 6, 2... cos 6. 


证 明 , 随机 疝 量 (R, 1,0, 1) BPIREBEBEDC f(r, pg1,… psa) 由 如 下 的 公式 
给 出 (E r20,0;€[022),i—1,---,n-1, n 2 2y 


r^i exp | 一 Ld 
Pi 292 a 


f(r. 4P1 ; £n—1) 一 (Orzon —— cos"? Q1 cos" ^ Q2::: COS Pn—2. 
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AT. 设 X 为 取 值 于 区 间 [0,1] 的 随机 变量 , 它 的 分 布 函 数 为 康 托 尔 郴 数 ( 见 第 3 节 ). 
WOKUEBBEX^, n2 1. 


48. (a) 证 明 , Fl dr PRBCRDAE 2) T8 PRÉC: 
Fo(x)-—exp(-e ^),  x€HmR; 


0, z < Q0, 
Fe(x) = 其 中 o0; 
exp(-z ^) z290, 


exp(—ix| 9^), mr«9Q, 
mn -| p(-|z| ?) < 
1, z 20, 
其 中 ，Fe(z) 被 称 为 网 贝尔 (Gumbel) 分 布 (或 二 重 指数 分 布 , 试 比较 第 17 题 )， 
Fr (x) SER JJ 9h 8 3 (Fréchet) 分 布 , Fw(z) 被 称 为 韦 布尔 (Weibull) 分 布 , 由 它 
们 所 生成 的 如 下 三 种 类 型 的 分 布 Pi, Fr, Fm, 在 极 值 理论 中 起 着 重要 作用 : 
Fi(Z) = Fol(az 4 b), a»50,bcR; 
型 分 布 QhESMZ) 
Fy(r)— Fg(ar--b), a»0,b€R; 
II 型 分 布 ( 韦 布尔 型 分 布 ): 
Fyg(r)-— Fw(ar--b) a>0,beR. 
(b) 证 明 , 如 果 随 机 变量 X 具有 II 型 分 布 , 则 随机 变量 
= In(X — p) 
共有 I 型 分 布 . 相应 地 , 如 果 随 机 变量 X 具有 II 型 分 布 , 则 随机 变量 
= —ln(p —- X) 
具有 I 型 分 布 . 


注 : 这 些 性 质 告诉 我 们 , I 型 分 布 在 “ 极 值 理论 ”中 起 着 决定 性 的 作用 . 因 
此 , I 型 分 布 有 时 也 被 称 为 极 值 分 布 . 


49. (B 3& 4E) 5x 为 随机 变量 ， 其 阶乘 矩 T) 的 定义 是 : 
m(,-EX(X-—1)-(X-r-1) r-L2,.- 
亦 即 mo) = E(X),. 


设 随机 变量 x 服从 参数 为 > 0 的 泊 松 分 布 . 对 于 7 = 3, 我 们 有 ms) = X. 
试 对 一 切 正 整 数 7, 求 出 mos. 
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50. 设 随机 变量 0, 与 0, 相互 独立 , 均 服 从 区 间 [0,27) 上 的 均匀 分 布 . 令 X, = 


51. 


52 


53. 


54. 


55. 


cOS0,, X5 = coss. 

证 明 

5 Un + X3) 至 X1 X3, 

其 中 ER 5 E 的 含义 相同 , 都 表示 “ 同 分 布 ” 
设 随 机 变量 9 服从 区 间 [0,2r) 上 的 均匀 分 布 , 随机 变量 C 服从 密度 函数 为 
zdizs, XE 区 的 柯 西 分 布 . 

(a) 证 明 , 随机 变量 cos? 9 与 随机 变量 -yz 同 分 布 (或 者 简 记 为 cos26 7" 
于 cz) 

(b) 证 明 , cot 5 2v C. 

(c) 试 求 随机 变量 sin(8 + q) 与 o tan 0 的 分 布 密度 函数 , 其 中 o € R, o > 0. 


. 设 随 机 变量 上 服从 标准 指数 分 布 , BD P{E 201) e, t 2 0, 而 随机 变量 NN 


服从 标准 正 态 分 布 , 即 N ~N(0,1), BH. N 与 € 相互 独立 . 证 明 

€ 2 V26|N|， 
意 即 随机 变量 € 的 分 布 Law (£) 与 随机 变量 V23EIN| 的 分 布 Law (V2£|N]) 相同 . 
设 X 为 随机 变量 , 所 取 之 值 为 0,1,… , N, TI — 558482] bo, bi, ,bw (其 中 


b = OK — 4E(X), 5 4EX(X - 1)-- (X - kc 1; 参阅 附录 中 的 第 3 节 ). 
证 明 , X 的 母 函数 为 


N N N 
Gx(s) 2 Es* 2 S b,(s- 1^5 — S s" (om ， 
天 一 0 n-—Ü k—n 


因而 , 对 每 个 n= 0,1,… , N, 都 有 
N 
P(X 2n) 2 $ (-1)"Cg&. 
k= 


设 随机 变量 X 与 Y 独立 同 分 布 , 都 服从 区 间 [0,1] 上 的 均匀 分 布 . 证 明 , 随机 
变量 

X 4 Y, UüRocx-Y«l1, 

7 

(X-Y)-1, HüHjic«x-oY«2 
也 服从 区 间 [0, 1] 上 的 均匀 分 布 . 
设 随 机 变量 Xi1,… , X, 独立 同 分 布 , 都 服从 集合 {0, 1,2} 上 的 均匀 分 布 ( 即 取 
其 中 每 个 值 的 概率 都 是 1/3). 令 


P,(k) 2 P(Xi-X,—k), 0gkg 2n, 





56. 


5T. 


58. 


59. 


60. 


61. 


62. 


63. 
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试 求 出 P,(k) 的 一 般 表 达 式 . (例如 : P,(1) = n-37^, P,(2) = C2,,-37", P,(5) = 
(C214 nORL1) 377.) 
设 上 与 9 是 任意 两 个 随机 变量 , 有 Et? «oo, Eg? < oo. 证 明 ， 

(a) D(6 € n) = Dé + Dn € 2cov(6, n). 

(b) 如 果 & 与 n 相互 独立 , 则 有 


D(£n) = DE: Dn + Dé (En)? + Dn (E£)*. 


( 亦 可 参阅 第 69 题 中 的 命题 ) 


设 随 机 变量 对 (X, Y) 的 密度 函数 f(x, y) 是 球 对 称 的 , 即 对 某 个 密度 函数 9 = 
g(z), 2 2 0,"H 


f(z,y) = g(x^ 4 y^). 
W R50 (X,Y) 的 极 坐标 , 即 X = Rcos0, Y — Rsin0. 证 明 , 9 服从 区 间 
[0, 27) 上 的 均匀 分 布 , 而 丸 具 有 密度 图 数 Pr) = 2rrg(r2). 
设 随机 变量 对 (X, Y) 具有 密度 函数 , 定义 复 值 随机 变量 


Z—-X-iY, Z —Ze", teR. 


证 明 , 对 任何 t € R, Z 服从 同一 个 分 布 的 必要 条 件 是 : f(z,y) 具有 f(x,y) 
g(z? -- y?) 的 形式 , 其 中 , 与 上 题 一 样 , 9 是 某 个 密度 函数 . 


设 随机 变量 € 与 n 独立 同 分 布 , 具有 指数 分 布 密度 函数 f(x) = Ae, x > 0. 
证 明 , 随机 变量 上 +7?7 53 £/n 相互 独立 . 


设 随 机 变量 上 与 n 相互 独立 , 分 别 具 有 密度 函数 





"M 
xps. [bed 本 ofuy)—-—e37, y20,o20. 


证 明 , 随机 变量 6n 的 分 布 是 正 态 分 布 N(0, o?). 
i jlé&ijl 为 n x n 随机 和 矩阵, 它 的 所 有 (随机 ) 元 素 独立 同 分 布 , 均 为 P{&; 
土 1} = 1/2. 证 明 , 该 随机 和 矩 阵 的 行列 式 的 均值 与 方差 分 别 为 0O 和 nt. 


设 Xi1,X2,… 为 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 , 共同 的 分 布 为 区 间 [0,1] 上 的 均 
匀 分 布 . 证 明 ， 


n n 一 
ES X? (Xx) ^ n — oo. 


k=1 k=1 


设 随 机 向 量 X = (X1, Xo, Xa) 服从 如 下 的 四 面体 中 的 均匀 分 布 : 


34 — [(21,22,23) : 31 20, z2 20, z3 20, z1-c- 2-3 K C], 
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其 中 ec > 0. 试 根据 X = (X1, X2, Xa) 的 分 布 , 分 别 求 出 随机 变量 X4. 与 随机 向 
E (Xi, X2) 的 分 布 . (这 两 个 分 布 均 称 为 (X3, X2, Xa) 的 边缘 分 布 .) 
提示 : 首先 证 明 X = (X1, X2, Xs) 的 密度 函数 f(:1,22,23) 是 V-!, 其 中 V 
是 2s 的 体积 , 其 值 为 /6. 再 由 此 出 发 , 推出 二 元 (边缘 ) 密度 为 f(zx1, x2) = 
6(c 一 x1 一 7X2)/c, 最 后 于 求 出 (一 元 边缘 ) 密度 f(x1). 
64. 设 Xi,… ,Xn 为 独立 同 分 布 的 正和 值 随机 变量 , 有 EX. = jy, EXi! = r. ^ 
Sm 二 Xi 十 … 十 Xm,，1 mn. 证 明 ， 
(a) ES! &r. 
(b) EX;S,! — 1/n, i & 1,---,n 
(c) ES4S,! — m/n, 如 果 m x n. 
(d) ES,S.! — 1-- (n — m)ESA!, 如 果 m « n. 
65. ( 狄 利克 雷 分 布 ) 在 第 3 3 3 中 , (参数 为 a > 0, B > 0) 的 贝塔 分 布 被 定义 为 
区 间 [0, 1] 上 的 具有 如 下 的 密度 函数 的 分 布 : 


z*-i(1 — we 


f(z; o, B) = B(o, 8) 
其 中 
1 
- E qoM — zig I'(a- 8) n a-ig-z 
B(a, 8) | (1—2z)" d (^r T(a)T (8) 而 T(a) = 1/ x às) 
多 元 贝塔 分 布 就 是 狄 利克 雷 分 布 , 它 是 集合 
Aki {Ti ZK- 2; 20, 0€ x3 xj 1x1), k22 
上 的 具有 如 下 的 密度 函数 的 分 布 : 
f(x1,::: £&—1; 01,7: , Ok—1, 0k) — 
TOL Toni eg (0L (n bem), 

其 中 CQ > 0, = vs 


k. (有 时 也 将 该 分 布 定 义 在 单 形 [e , Tk) : Xi 2 0, 


| 之 上 , 此 时 其 “密度 函数 ”为 


l'(oi 4 - eR um NM 
T(o1):-T(ox) ^ isi 

注意 , 此 处 我 们 用 了 带 引号 的 “密度 函数 ”, 因为 , 虽然 函数 f(z1,… ,zk_1; al， 
… ,Qk-1;Qk) 的 形式 唯一 确定 , 但 是 它 却 不 是 关于 R^ 中 的 勒 贝 格 测度 的 密度 .) 


Jo ,Xk—1; X1, ; Ok -1, Gk) ES 
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X OX — (Xi1,… ,Xk) 为 随机 辐 量 , X; 2 0I Xs oor XL 二 1, BAJA 
利克 雷 分 布 ， 在 Aka .E BL RCE 9S HE pRUEIC zl ) 网 天 一 1 01,777 ; Qk—1, Ok) (这 
是 Xi1,… ,Xk-1 的 密度 函数 , 其 含义 是 : 将 (Xi1,… , XX) 中 的 最 后 一 个 随机 变 


f X, 表示 为 Xk —1— (Xi cc Xia), 从 而 只 剩 下 一 1 个 随机 变量 .) 
(a) 证 明 


(£9 人 


(b) 证 明 , 对 非 负数 mm:，… , 7;, 我 们 有 


k k 
r (E«)E " l'(oj c ri) 
和 
Il rjr (X. en) 


(c) 试 求 随机 变量 X, 关于 Xi,.… Xo 的 条 件 密度 函数 fx xx 


(zxk|21,::: , Ski). 


66. 设 Xx 为 随机 变量 . 称 如 下 的 函数 为 X 的 浓度 函数 : 
Q(X;l))—-supP(r« X«xz-l), iz0. 
rcR 
(a) 证 明 , 如 果 随 机 变量 X 55 Y 相互 独立 , 则 对 一 切 120 
QI(XK+Y; I) € min(Q(X; I), Q(Y; 门 ). 


(b) 试 找 出 zr, 使 得 Q(X; D) = P{z? < X < xz? 0), 并 证 明 , X 的 分 布 函 
数 连续 , 当 且 仅 当 Q(X; 0) = 0. 


提示 : (a) 应 当 指出 , 如 果 x 与 Y 的 分 布 函 数 分 别 为 Fx 与 Fy, 则 有 
PizcX-c-Yxz-cl)j- [. [Fx (z -l— y) — Fx(z — y)]dFy (3). 


67. 设 随 机 变量 上 ~ N(m, o?)( 意 即 随机 变量 上 服从 参数 为 m 与 o? 的 正 态 分 布 ). 
令 n= 为 对 数 正 态 随机 变量 , 则 根据 第 8 节 中 的 (23) xx, 其 密度 函数 为 


1 (m -Iny) 
-| "| aas wo 


0, y € O. 
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现 对 a € [-1, 1], 构造 函数 
jo TN nil 一 a sin[ro ^? (m — In yy], y > 0， 
y « 0. 


(a) 证 明 , 函数 f (y) 是 密度 函数 , 意 即 fy) 20H f f(9(y)dy = 1. 

(b) 设 随机 变量 具有 密度 函数 fc(y) = f? (y), a 5€ 0. 证 明 , 随机 变量 m 
tj C 的 所 有 各 阶 托 全 都 对 应 相等 , 即 En" = EC", n > 1. (事实 上 , 对 数 正 态 分 
布 具 有 一 切 阶 矩 , 但 是 不 能 为 这 些 矩 所 唯一 确定 .) 


68. 设 (£s)noo 为 独立 同 分 布 随机 变量 序列 , 其 分 布 对 称 . 令 So = 0, S. = 6o 
én, n Z 1, 定义 最 大 部 分 和 序列 M = (Mi): 


Mn = max (So, 51,... , Sn), 
与 最 小 部 分 和 序列 m = (mn)n>o: 
m, = min (Sg, $1,... , S4). 
证 明 (此 为 第 一 章 第 10 节 第 7 题 的 推广 ): 对 任何 n, 都 有 
(Ma — S4, S, — ma, S4) ** (ma, Ma, S4) 2 (Ma, —ma, S4), 


即 所 述 三 个 随机 向 量 的 分 布 相同 . 
提示 : 利用 如 下 的 容易 验证 的 性 质 : 对 任何 n, 都 有 


(S, — S, 4; k & n) £* (Sy; k < n). 
69. 设 € 与 n 为 随机 变量 , De < oo fll Dy < oo. 证 明 ， 
cov*(&, 7) € D£Dn, 
并 说 明 等 号 成 立 的 条 件 . 
70. 设 &,… ,6 为 独立 同 分 布 的 随机 变量 . 证 明 
P[min(£&,--:,6,)) - &) - n^, 


并 证 明 ， 随机 变量 min (£1, - mi en) 与 Tres—min (£1, ,£4)] 相互 独立 . 


71. 设 随 机 变量 X 的 分 布 函数 是 Fo— F(z), 而 C 为 常数 . 试 求 下 列 各 随机 变量 的 
分 布 函数 : 


X， 如 果 |XI EC 


XVC=max(X, C, XACzmin(X, C) X= 
{2 如 果 |X|>C. 
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72. 设 X 为 随机 变量 , A > 0, 而 p(x) = 4E. 证 明 ， 
Boe(| 区 |) 
e(z^) . 
73. 设 随机 变量 £ 与 n 相互 独立 , 分 别 服从 参数 为 (ai，B) 和 (o2, 8) B30033711G 
(参阅 第 3 节 表 3). 证 明 ， 
(a) 随机 变量 5 二 9 与 车; 相互 独立 . 
(b) 随机 变量 arm 服从 参数 为 (01,02) 的 贝塔 分 布 (参阅 第 3 市 表 3). 
74. (取胜 概率 随机 的 伯 努 利 模型 ) 设 上 ,& 与 7 为 随机 变量 , 其 中 r 服从 区 间 
(0,1) 上 的 均匀 分 布 , 而 &, i = 1,… ,n, 均 以 下 述 条 件 概率 取 1 和 0 两 个 值 : 
P(& —1|-x—-pj-p P(&-0|m-—^pJ1-p 
并 且 条 件 独 立 , 即 (m-a.s. H8) 有 
Pei 三 Z1 ,én = Tn | "| —Pít&i-zi | T 了 {ecn — Xn | 7j, 
此 处 及 下 面 , 对 = 1 ,n, PT zi = 0, 1. 
证 明 
(a) 无 条 件 概 率 


P{é1 = Zz1,.. ,én = 





E[e(IXl*) - yg(z*)] < P(XI 2 2) < 


1 
Taj = (n 4- 1)CZ' 
HUBr—::) 06cm. 
(b) 随机 变量 5; = ££, 服从 集合 {0,1,… ,n} 中 的 离散 均匀 分 布 . 
(c) 条 件 分 布 Pr € p|£i = 21, ,£u — xn} 与 条 件 分 布 Pr &p| S. — 
zi 十 … 十 Xn} 相同 , p € (0,1). 
(d) 分布 P(rp| S, = x), 其 中 zx = zi 十 … 十 xn, 具有 密度 


f«is,(p | z) 7 (n 1)Czp*(0 — p) *, 


并 且 E(r| Sn = x) = £5. 


75. 设 5j n 为 独立 同 分 布 的 非 负 随机 变量 , 有 P{ = 0) < 1. 假设 min (6, 9) 与 
上 /2 同 分 布 . uEBH, € 与 n 是 指数 分 布 随 机 变量 
提示 : 由 关系 式 


(P(£ > z))* = P(min(£, 9) > z) = P(£ > 2x], 


可 以 推出 (P{ 人 > zj)2 = P(£ > 2nz). 由 此 可 知 , 对 一 切 a > 0 和 非 负 有 理 数 
z, 都 有 P{E > z} = eX/0, 其 中 入 = 一 lnP{E€ > a). 接 下 来 不 难 推 知 , 对 任何 
Tt 之 0, 都 有 P(£ > zl = ee **/o. 
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76. 


TT. 


T8. 


79. 


80. 
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设 与 9 为 独立 同 分 布 的 随机 变量 , 具有 分 布 函数 FF = F(z). WEBS, 
P(£—1) = 5 ,|F(z) - F(z-)*. 


rcR 


( 试 比 较 第 12 4755 20 题 .) 


设 X1,… ,Xn 为 随机 变量 . 证 明 , 如 下 的 (关于 随机 变量 最 大 值 的 ) 容 斥 公式 
( 试 比较 第 一 章 第 1 节 第 12 题 和 第 4 节 第 9 题 ): 


max (Xi1,... ,Xn) = Yx- 
A» 


l&i:«£2 «13 zn 


$5 min (X4, X5) 


1zii«iaxn 
min (X4, Xi, Xà) ---- t (71) min (Xi,--- , X4). 
的 容 斥 公式 . (参阅 已 经 提 到 的 第 一 章 第 1 节 第 12 题 和 第 4 节 第 9 题 .) 


设 各 ,6，… 为 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 , 有 P(& = 1} - 了 { 2-1) = 1/2. 
A zn(w) = a ieu) 及 zuo(w) = lim zn(w). 


证 明 ， 分 布 函数 F(z) = P (z,.(u) < < z) 是 康 托 尔 函数 (参阅 第 3 节 ). (事实 
上 , 可 以 把 Law (zco) 视 为 康 托 尔 集 上 的 康 托 尔 测度 .) 随机 变量 2.5 = zu(w)] 是 
所 谓 奇 异 随 机 变量 的 例子 (其 分 布 函数 既 不 是 离散 的 , 也 不 是 绝对 连续 的 , 网 第 
3 节 第 18 题 ). 
证 明 , 在 二 项 情形 下 (第 一 章 第 2 节 第 1 小 节 及 《概率 》 第 一 卷 第 162 页 中 的 
表 2), 分 布 函数 


B,(m; pz 35527 k,n— i 


k=0 


可 以 通过 (不 完全 ) 贝 塔 函数 表示 为 


Üzmzstn, 


1 1 
B, ; - m(1| 一 "n-—m-i 
(m; p) Boni (3) — Z (1 一 2) dz, 


其 中 


B(p, q) = 人 z^ (1 一 Z)9 dz (- TU 而 r(p- | ends) 





证 明 , 泊 松 分 布 函数 F(m; 2) 
完全 ) f 35 i Ac EO 


Tn. ， 
E 之 eM, 其 中 m — 04, 2o, 
一 0 


1 [e | 
"Tr / Te Tdr. 
Th JA 


可 以 通过 (不 


F(m; A) = 





81. 


82. 


83. 


84. 


$8. 随机 变量 II . 119 - 


在 利用 均值 与 方差 对 分 布 的 密度 函数 f = f(z) 进行 描述 时 , 有 两 个 标准 化 的 特 
征 参 数 , 一 个 是 偏 度 系数 (skewness): 


还 有 一 个 是 峰 度 系数 (peakedness, kurtosis): 


i 


Q4 — c^! 


其 中 ux = f(x — if(z)dz, p= f zf(z)dz, o? = ya. 


试 对 表 3 中 所 列 出 的 分 布 讨论 它们 的 参数 os 和 o4. 
设 随机 变量 X 服从 参数 为 n 和 p 的 二 项 分 布 ( 见 《 概率》 第 一 卷 第 162 页 中 
的 表 2). 证 明 , 对 于 它 , 按照 自然 方式 (与 第 81 题 的 定义 方式 类 似 ) 所 定义 的 
“ 偏 度 系数 ” 


skw(X) = o3 (- 


满足 下 式 (gq = 1 一 pp): 


E(X - EX)? 
(px) 


skw(X) = VADE 


(如 果 0 « p « 1/2, Wi skw(X) > 0; 此 时 我 们 说 , 分 布 具 有 石 部 “长 尾 ”.) 再 求 该 
分 布 的 峰 度 系数 : kur(X) = o4. (= EGSSz ). 

设 随机 变量 &1，… 6s 独立 同 分 布 , 分 别 具 有 偏 度 系数 as (= skw(£i)) 和 峰 度 
系数 aa (= kur(&1)). 证 明 





skw(£ 4------ £4) = n"? skw(£i) 


和 
kur(£i 十 十 如 ) =3+n (kur(£i) - 3]. 


在 引入 二 项 分 布 的 时 候 , 试验 次 数 n 是 给 定 的 , 人 们 考察 的 是 概率 Pv = r), 
JRBÜXE n 次 试验 中 , 成 功 的 次 数 v 等 于 7 的 概率 . (该 概率 为 Pn{v = r} = 
Crprgnr 0r «n, 其 中 , p 是 每 次 试验 成 功 的 概率 , 由 此 对 所 给 定 的 n 形 
成 二 项 分 布 .) 负 二 项 分 布 ( 反 二 项 分 布 ) Pr{fr = 上}( 亦 称 为 帕斯卡 分 布 ) 则 是 产 
生 于 这 样 的 问题 :“ 第 ” 次 成 功 首先 出 现在 第 r = k(2 7) 次 试验 中 的 概率 是 多 


少 ?” 试 证 明 ， 

P'ir-—k)- C; ipq'', k—rr4l,-, 
其 中 7 = 1,2,:…(p 是 每 次 试验 中 成 功 的 概率 ). (根据 定义 , 对 于 给 定 的 n, 这 些 
关于 有 = mr 二 1 …… 的 概率 Pr(r = k) 就 形成 了 负 二 项 分 布 .) 证 明 , (对 于 给 定 


的 7) 有 E'T-— rg/p. 
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85. 称 取 值 于 集合 {1,2,…} 的 随机 变量 € 服从 参数 为 p > 0 的 (离散 的 ) 帕 雷 托 
(Pareto) 分 布 , 如 果 
P{é = k} = Ep- 
d 1 ep) 
pr pt 
其 中 C(s) = 1 d. REESE C SUN. INST UB REB 6 节 第 23 题 关 于 连续 
的 帕 雷 托 分 布 的 介绍 .) 


86. 设 6, E, 为 独立 同 分 布 的 随机 变量 , 具有 分 布 函数 F(x 10). 该 分 布依 赖 于 某 
个 (随机 ) 参数 9, 而 0 具有 某 个 类 ox 中 的 先 验 分 布 I(9). E TI(0 | zi ms) 
是 根据 65,6, 的 观察 值 z1,… ,zn 按照 贝 叶 斯 公式 计算 出 的 后 验 分 布 . 如 
果 后 验 分 布 仍然 属于 类 o6, 我 们 就 说 , % 中 的 分 布 I(6) 与 分 布 F(z|0) 是 共 
5eB. 

证 明 
(a) 如 果 F(-|80) —- N(0, ag 1), 并且 II(0) ~ N (mo, bg !), 则 
—— bomo + ao(z1 十 … :十 Zn) 1 
IRE IPs ,zn) N( bo 十 nao l c3] 
(b) 如 果 F(-|0) ~ N(0, 673), 并 且 TI(0) ~ P(k; A), 即 服从 密度 函数 如 下 的 
4537 15: 





k,k—1,5—Az 
"Y(k; Xy (x) x TN fies. 
其 中 & 0, A » 0, 则 
1 
2 
(c) 如 果 F(-|0) ~ exp(0), 即 服从 参数 为 9 的 指数 分 布 , 而 [I(9) ~ TT(k; A), 
则 


gz sas) T (e n; Meat es eat). 


II(0 | zi ,z4) ~ P(k4- n; 入 十 (zl 十 … 十 Zn)). 
(d) 如 果 F(.|0) ~ Poisson(9), 而 II(0) ^ D(k; A), 则 


II(0 | zi,--- 24) ~ T(E+ (x1 4-24); A n). 


(e) 如 果 F(|0) ~ Bernoulli(8), 而 I(6) ~ B(k; L), 即 服从 密度 函数 如 下 的 
贝塔 分 布 : 
Ze (1 0 
Bu; L)(T) = BEKELE 1e). 


则 


II(0|2zi,--- ,zn) ~ B(E+ (Zit 34); Ln — (214 zn)). 





89. 建立 具有 给 定 有 限 维 分 布 的 过 程 . 121 . 


87. 设 随机 变量 X 服从 下 列 分 布 之 一 : 二 项 分 布 , 泊 松 分 布 , 几何 分 布 , 负 二 项 分 布 
帕 雷 托 分 布 . 试 求 事件 {X 为 偶数 } 的 概率 . (例如 , X 服从 参数 为 p 的 几何 分 布 
(参阅 《概率 ) 第 一 卷 第 162 页 中 的 表 2), 则 P{X 为 偶数 } = 2. 

88. 设 随机 变量 61,… , 相互 独立 , 分 别 服从 参数 为 和 1,… , Xn 的 指数 分 布 

(a) 证 明 , P(£1 < €) = A1/(A1 + A2). 
(b) 证 明 , 随机 变量 mim 6, 服从 参数 为 > 和 4 的 指数 分 布 , 并 由 (a) 推出 





A; 
pie min €x) — — ; 
1«zkzn 


(c) 假设 和 A; Ay, i 大 jj 试 求 随机 变量 & + 二 名 的 分 布 密度 (n = 2 的 
情形 见 第 26 题 ). 
(d) 证 明 , E min (£i, 62) = 1/(Xi + Xa), 并 求 E max (&, £2). 
(e) 试 求 随机 变量 &i — &2 的 分 布 密度 . 
(f) 证 明 , 随机 变量 min (&, &2) E & — £o 相互 独 立 . 
89. 设 随 机 变量 X 服从 密度 函数 如 下 的 贝塔 分 布 : 
l'(o 4 B) 


fei 8) = Far) 





z^ (1—-z)!, 0«zc«1, 


其 中 a 0, 8 > 0. 证 明 ， 


Q af 


ee 


89. 建立 具有 给 定 有 限 维 分 布 的 过 程 


1. 设 Q= [0,1], 多 为 区 间 [0,1] 中 的 博 雷 尔 集 合 类 , P. 为 区 间 [0, 1] EE BS DL er) 
BE. 证 明 , 概率 空间 (0, .2, P) 在 下 述 意 义 上 是 普 适 的 : 对 于 任何 给 定 的 分 布 函 
数 F(x), 都 可 以 在 (Q, 多 , P) 上 构造 出 随机 变量 & = £(w), w e 0, 使 得 它 的 分 
布 函 数 Fe(z) = P{E 和 z} 就 是 F(z). 

提示 : 应 当 令 E(w)-rF(w,RH'BF-(w)-supíz: F(x) «v), 0«w« , 
1; 而 &(0) 与 e(1) 可 以 任 取 . 
.验证 定理 1 和 2 的 推论 中 的 分 布 族 的 相 容 性 . 
. 试 从 定理 1 推出 定理 2 的 推论 4 中 的 命题 
提示 : 请 注意 , 由 (16) 式 所 定义 的 测度 形成 相 容 的 分 布 族 . 


4. 设 E, 是 T,(n > 1) 的 分 布 函数 ( 见 第 4 小 节 )， 证 明 , Fut) = 『 Flt 
0 
s)dF(s), n 2 1, KP Fi — F. 


|^ ME ov 
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5. 证 明 , PUN; n] = F&(t) - Faut) (参阅 (17)). 
6. 证 明 , 第 4 小 节 中 所 引入 的 更 新 旺 数 m(t) 满足 更 新 方程 : 


m(t) = F(t) +/ m(t — x)dF(z). (*) 


7. WEBB, 方程 (*) 在 有 限 区 间 中 的 有 界 陋 数 类 中 的 唯一 解 是 (20) 式 所 定义 的 函数 . 
8. 设 了 为 任 一 集合 . 
(a) 假设 对 每 个 t e T, 都 给 定 了 某 个 概率 空间 (0 i, Pi).， 4^0- 
H5. 多 一 H 4. 证 明 , 在 (0,.2) 上 存在 唯一 的 概率 测度 P, 使 得 如 下 
t€ tc 
的 独立 性 成 立 : 
P (I B. ES I [»(85, 
tcT tcT 
其 中 集合 Bi € 多 :, t ET, 并 晶 对 所 有 的 te 7T, 都 有 B, = Qi, 包括 其 个 数 有 限 
的 情形 . 
提示 : 将 测度 P 定义 在 适当 的 代数 上 面 , 并 运用 约 内 斯 库 -图 尔 其 定理 中 
的 证 明 方 法 . 
(b) 假设 对 每 个 te T 都 给 定 了 一 个 可 测 空间 (E, 人 有) 和 它 上 面 的 概率 P,. 
证 明 如 下 的 ( 洛 姆 尼斯 基 - 乌 拉 姆 ) 结果 : 存在 概率 空间 (Q, 多 . P) 和 独立 随机 
元 (Xt)ier, 使 得 Xi 为 F/G 可 测 ， 并 且 P(X; € B) = P1(B), Be ó. 


810. 随机 变量 序列 收敛 的 各 种 形式 


1. 运用 定理 5, 证 明 , 可 以 把 第 6 节 中 的 定理 3 和 定理 4 中 的 几乎 必然 收敛 换 为 
依 概率 收敛 . 
提示 : BUE 6,5 6, |&| « n 而 Ej£, — 6| 7» 0, 则 可 找到 e > 0 和 自然 数 
子 列 (ng)kz1, 使 得 E|£, —€| > e. 但 是 &,, 6, 故 由 定理 5 知 , 存在 这 样 的 自 
然 数 子 列 (k)isi, 使 得 enu, 7^6 (P-a.s.). 接 下 来 再 运用 第 6 节 中 的 定理 3, 8 
出 与 假设 Elé,, m | Las 0 的 矛盾 . 
. 证 明 , 空间 Lo» 是 完备 的 . 
提示 : 在 空间 Lo 中 取 基 本 列 , 意 即 对 于 n < m 和 a, 一 0 (n 一 oo), 满足 
条 件 £s 一 £llros 和 an 的 随机 变量 序列 (8&4)ky1, 令 


iN 


lim£;(w), 如 果 lim£,(w) < oo, 
&w)—( 2 
0, 如 果 limkn(w) — oo. 


证 明 , E(w) 是 随机 变量 , 且 当 一 oo BT, 有 lle — &illzse € a4 — 0. 
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3. 证 明 , 如 果 e, D e, 同时 6, P s, Ub e 5S n dE GERI P{& Z 9) — 0). 
4. We ben s JER € 5 o 相互 等 价 . 证 明 , 对 任何 e > 0, 都 有 


P(íl£—"n|221]—50, n-oo. 


5. 设 6, P 6 n, 5 n. 证明, 如 果 p = p(z, y) 是 连续 函数 , 则 有 (6s, m.) 了 
e(£, q) (斯 鲁 斯 基 引 理 ). 
提示 : 对 任 给 的 s > 0, 选取 c > 0, 使 得 

P{lén| >c}<e, Pi{lml>c}<e, n21, 

P(l£| 5c) «e, Pilnl» c) «e. 
由 于 o = o(z, y) 连续 , 所 以 它 在 紧 集 [-c, c] x [-c, c] 上 面 一 致 连续 . 因此 , 存在 
5 > 0, 使 得 只 要 x, y € [7c cl x [7c, c], 并 日 p(x, y) < 9, 就 有 |p(x) -2(y)| < 
c. (此 处 , 对 于 x = (a(0,z(0), y = (y(9, y), 有 p(x, y) = max(|z 一 
yl iz? — 9€91).) 进而 , 再 利用 


Pile(&n, n) 一 (和 DI 2 e$ € P(l&sl > 十 P{lon > cj 
+P{lé| > cj c P(nl > cj + P(lén — 6| >6}+P{lm — ni 2 5j; 


即 可 证 得 , 对 于 充分 大 的 n, 上 式 右 端 小 于 6e. 
6. 设 (&; — €? S 0. 证 明 e2 5 e?. 
7. WEBB, 如 果 & S C, 其 中 C 为 常数 , 则 成 立 依 概 率 收敛 性 , 亦 即 
ESO BS 6 SG 
提示 : 任 取 s > 0, 考察 函数 fe(7x) = (1 一 een. 我 们 有 


P{lén — C| 2 €) 2 Efc(&) ^ Ef«(C) =1. 


8. 设 (to)n>1 为 随机 变量 序列 , 对 某 p > 0, 有 2: Bltnl? < oo. 证明 , &% — 0 
(P-a.s.) | 
提示 : 利用 切 比 雪夫 不 等 式 和 博 雷 尔 - 坎 秦 利 引 理 
9. 设 (én)a>1 为 独立 同 分 布 随 机 变量 序列 . 证 明 如 下 各 蕴涵 关系 : 


Elti|<o% e >》 P (lé > en} < oo, € »0 


« E. 


n-i 


> eon £20 仿 9 0 (Pas) 


Es 
TL 
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10. 


11. 


12. 


13. 
14. 


15. 
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提示 : 利用 下 面 的 易于 验证 的 不 等 式 


ey P(l&| » en) « El&á| & e € 9, P(l&l > en]. 
n—1 nci 

E (&).2i 为 随机 变量 序列 , € 为 某 个 随机 变量 . 

(a) 假设 对 每 个 。 > 0, 都 有 P(l£, —£| 2 € io.) = 0. 证 明 , 和 — £ (P-a.s.). 

(b) 假设 存在 子 列 (ni), 使 得 当 kk 一 oo Hf, 有 £j, € (P-as) 和 
a |£ — £4, | — 0 (P-a.s.). 证 明 , £&; 一 € (P-a.s.). 

(c) 假设 &, 一 £ (P-a.s.). 证 明 , 此 时 (a) 的 逆 命 题 成 立 , 即 对 任何 e > 0, 都 
有 P(|£ —£| 2 € io.) - 0. 
在 所 有 随机 变量 的 集合 中 定义 “4 距离 ”, 令 


I£ — | 
1 十 长 一 中 
并 将 几乎 必然 相等 的 随机 变量 视 为 相同 . 证 明 , “4 距离 ”的 确 是 一 种 距离 , 并 证 
Hj, 依 概率 收敛 等 价 于 按 该 种 距离 收敛. 
提示 : 验证 三 角形 不 等 式 , 并 对 任何 60, 证 明 下 述 不 等 式 : 


én — €] 
1 [£n ze 


证 明 , 在 所 有 随机 变量 的 集合 中 不 存在 这 样 的 距离 ， 使 得 按 该 种 距离 收敛 等 价 
TJLSE ARMES. 

提示 : 假设 存在 某 种 距离 o, 使 得 按 其 收敛 更 涵 几乎 必然 收敛 , 我 们 来 考察 
这 样 的 随机 变量 序列 (&,,),;,>1: 对 其 有 &, 0 和 £, 0(P-as.). 此 时 显然 可 
以 找到 某 个 < > 0 和 某 个 子 列 (nk)k21; 使 得 p(£s,, 0) > e, 但 是 却 有 Sn E, 0. 
再 由 定理 5, BI RT SE HUS E ACER LSPAER CEN RBS p 的 存在 性 的 矛盾 . 
i XixXoc«-,H X, Ld 证 明 , 此 时 我 们 有 X, — X (P-a.s.). 
A (Xn)n>1 为 随机 变量 序列 . 证 明 ， 

(a) X4, 一 0 (P-a.s.) — sn/ 一 0(P-as), 其 中 S, = XI 十 .十 天 

(b) 如 果 p>1L 则 加 号 0 9 9/ 性 0, 但 是 一 般 来 说 , 有 


d(£, ») - E 





TzP{lé - 4» e) «E « EP (I£, — &| & e] - P(l&s — &| » €). 


x, 05 2: Pd: 
(c) X, 5 0, 一 般 来 说 , 不 能 蕴涵 S, /n P. 0 ( 试 比较 第 34 题 中 的 断言 )， 
i (Q, 多 , P) 为 概率 空间 , 且 x, 5 x. 证 明 , 如 果 测 度 P 是 原子 的 , 则 亦 概率 
为 1 地 有 x, X. (参阅 第 二 章 第 3 节 第 35 题 关 于 原子 概率 测度 的 定义 .) 





16. 


17. 


18. 


19. 
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根据 博 雷 尔 - 坎 泰利 引 理 中 的 断言 a)( 亦 称 为 博 雷 尔 -次 泰利 第 一 引 理 ), 如 果 对 
任何 > 0, 都 有 37 P{len| > e) < oo, 则 有 名 — 0 (P-as) 试 举例 说 明 , 存在 


随机 变量 一 0 (P-a.s.), 然而 却 有 5 Plin] e) oo, e 0. 


(关于 博 雷 尔 - 坎 泰利 引 理 中 的 断言 b) ( 亦 称 为 博 雷 尔 - 坎 泰利 第 二 引 理 )) io = 
(0,1), 多 = 4((0,1)), P 为 勒 贝 格 测度 . 我 们 来 考察 事件 A = (0,1/n). 证 明 ， 
Y P(As) = oo, 但 是 对 于 区 间 (0,1) 中 的 每 个 w, 都 只 可 能 属于 有 限 个 集合 
A1,… ,hliyw, 亦 即 有 P{An i.0.} = 0. 
证 明 , 为 了 使 得 博 雷 尔 - 坎 泰 利 引 理 中 的 断言 b) 即 第 二 引 理 中 的 断言 成 立 , 可 以 
不 必要 求 事件 序列 的 独立 性 , 而 只 需要 求 事件 A1, 42,:… 两 两 独立 ( 亦 即 P(Ain 
Aj) - P(Aj)P(A;) = 0,i 关 了 或 两 两 负 相关 ( 亦 即 P(A4i;m A;) - P(A)P(A;)) < 
0, à 5c 5) 即 可 . 
(关于 博 雷 尔 - 坎 泰利 第 二 引 理 ) 证 明博 雷 尔 - 坎 泰 利 第 二 引 理 的 如 下 形式 : 对 于 
任何 (不 一 定 相互 独立 的 ) 事件 序列 Ai, 4，,.…, 有 

(a) 如 果 


Y P(A)-o H liminf 一 = 
n=1 


则 PCA, i.o.} = 1( 爱 尔 迪 希 (Erdós), 雷 尼 (Rényi)). 
(b) 如 果 


Y, P(AiAx) 
. . Ok 
lim inf 


Y^ P(A,) 一 co H j 
2 PC 


则 工 > 1 并 且 P{4。i.o.} = 1/L(8.* (Kochen), 斯 通 (Stone)[65]， 斯 皮 策 
(Spitzer) [113]). 


(c) 如 果 
X) [P(Ai4s) -P(4i)P(4n 
DP(An)=% H  limigf $059"  — — ———  — «0, 
n=1i 


[E Pu] 


则 P(A, i.o.} = 1( 奥 尔 特 加 (Ortega), 3B UE/K (Wschebor) [86]). 
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(d) 如 果 沁 P(4,) = co, 并且 


2, [P(AiA&) - HP(Aj)P(Ax)| 
. . igickzn 
ag = lim inf 


| Xa 


其 中 H 为 任 一 常数 , 则 都 有 P(As io.} > màEL 其 中 , H 20g > 1 (彼得 罗 
X (Petrov) [87]). 
20. 设 A1, 42,… 为 相互 独立 的 随机 事件 序列 , 有 Y^ P(As) = oo. 证 明 , 对 S, = 
n-—i 


35 IU), 有 如 下 的 加 强 的 博 雷 尔 - 才 泰 利 第 二 引 理 成 立 : 





95 


| = -2.8.). 
lim Fg- (P-a.s.) 





21. 设 (Xn)n>1 E (Ya)u21 为 两 个 随机 变量 序列 , 它们 的 所 有 有 限 维 分 布 都 对 应 相 
等 (Fx,...x, = Fyi,.y,, n 21) 假设 X, 5 X. 证 明 , 存在 某 个 与 多 同 
分 布 的 随机 变量 Y ( 即 有 Law (X) =Law (Y) 或 写 为 和 $ Y, x '*" y), 使 得 
Y, ^ Y. 

22. 设 (Xn)n>i 为 独立 随机 变量 序列 , 对 于 某 个 随机 变量 X, 有 X, 5 X. 证 明 , x 
为 退化 随机 变量 . 

23. 证 明 , 对 于 任何 随机 变量 序列 &1 ,to,…， 都 能 找到 常数 序列 ai az,……， 使 得 
én/an — 0 (P-a.s.). 

24. 设 6,69, 为 随机 变量 序列 , 而 S, = 6-64, n 2 1. 证明, 集合 (S, 一 )( 由 
所 有 使 得 2- £x(w) WESKE) o € Q 构成 的 集合 ) 可 以 表示 为 


($,)- (YU [mpl - S) < N71. 


N2im21k2m 


相应 的 , 由 使 得 £k (^) 不 收敛 的 w c Q 所 构成 的 集合 (Ss 7) 可 以 表示 为 


(S, 7,5) -— U (] U [sup 一 Sk| > v3. 

N2im2ikzm 52k 

25. 设 Q 为 至 多 可 数 集 . 证 明 , 此 时 若 有 6, P e, WES 6, 一 & (P-as)). 

26. 试 举例 说 明 , 存在 随机 变量 序列 (#%);,>i, 对 其 概率 为 1 地 有 limsup£, = oo, 
lim inf £, = —oo, 但 是 却 存在 随机 变量 nm, 使 得 6, P n. 





27. 


28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


33. 


34. 
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36. 
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证 明 0-1 律 的 下 述 形式 ( 试 比较 第 四 章 第 1 节 中 的 0-1 律 ): 如 果 A, 42,… 为 
两 两 独立 的 随机 事件 序列 , 则 
0, 如 果 Y P(A,)« oo, 


P{A, i.o. = 
, ! » 如 果 Y P(A,)-oo. 


设 和 i, 42,… 为 任 一 随机 事件 序列 , 有 lim P(A,) — 0 fll 57 P(Au ni Ani) < oo 
证 明 , 此 时 有 PA, io.) = 0. 
WEB], 如 果 y^ P(|g;| > n) < oo, 则 limsup(|£;|/m) « 1 (P-a.s.). 
设 £16 (P-as), El£| < oo, n 2 1 HinfE£&, > —oo. 证 明 &, ^^ e, RH] 
Elén — &| ^ 0. 
利用 博 雷 尔 - 坎 泰 利 第 二 引 理 , WEBJ, PCA, io.) = 1, "EIUS, 对 任何 使 得 
P(A) > 0 的 集合 A, 都 有 并 P(4n A,) = oo. 
设 随机 事件 4i, AS 相互 独立 , 日 对 一 切 n > 1, 都 有 P(A;,) < 1. 证 明 
P(A, io.) = 1, 当日 仅 当 , P(UA,) = 1. 
E Xi, X2, -- 为 独立 随机 变量 序列 ,有 P{X —0) = 1/n, P(X, = 1] = 1-1/n. 
4 E, = {Xn = 0}. 试 由 性 质 5; P(En) = oo 与 5; P(Ex) = oo, 推出 极限 
lim X4 (P-a.s.) 不 存在 . 
设 Xi,X2,… 为 随机 变量 序列 . 证 明 X, 5 0, 当 且 仅 当 , 对 某 个 7 > 0, 有 
| 
1 二 + |Xn|” 
特别 地 ， 如 果 Sn — X1 省， 十 Xn; 则 有 
Sn — ES, P (S, — ES,)* 
n EE em B4 (8. ES.) 
再 证 明 如 下 的 蕴涵 关系 : 


一 D. 


— D. 


P S 
max |Xk 一 0 — — 
iczktizn TL 


设 Xi X3 为 独立 同 分 布 随机 变量 序列 , 有 P{Xk = x1) = 1/2. $ U, = 
和 装 ，n > 1. 证 明 , UU (P-as.), 其 中 随机 变量 U 服从 区 间 [-1, +1] 上 
的 均匀 分 布 

( 叶 蕊 罗 夫 定理 ) 设 (0, 多 , u) DISCE PRIME /的 可 测 空间 , 而 fi, f2,… 为 定 
义 在 其 上 的 六 几乎 处 处 收敛 于 博 雷 尔 函 数 f 的 博 雷 尔 函数 序列 (f, 35 f). 叶 


P 
— 0, n — oo. 
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X. X (Egorov) 定理 断言 : 对 任何 给 定 的 e > 0, 都 存在 4。e 多 , 有 (hs) « e, 
使 得 在 其 余 集 A. = Q\ 4A。 上面, 成 立 一 致 收敛 性 户 (w) 5 f(w), w € A.. 试 证 
明 该 断言 . 

(重金 定理 ) 设 (Q, 多 , P) = ([a, b], 多, X), 其 中 入 是 区 间 fa,6] 上 的 勒 贝 格 测度 ， 
多 为 勤 贝 格 集合 类 . 设 f = f(x) 是 勤 贝 格 可 测 的 有 限 函 数 , 试 证 明 重金 定理 : 
对 任何 e > 0, 都 能 找到 连续 函数 f = f(x), 使 得 


AÍz €la,b]: f(x) Z fe(x)) <e. 


叶 戈 罗 夫 和 定理 自然 地 导致 如 下 概念 的 引入 : 
称 函 数 序列 户 , 户 :几乎 一 致 地 收 仇 到 函数 f, 如 果 对 任何 e > 0, 都 存在 
Ae € £, u( Ac) < &, 使 得 fn(w) 一 f(w) 对 一 切 we A, 一 致 成 立 ( 记 为 Is. 
WEB], 几乎 一 致 收敛 f, — fo 蕴涵 依 测 度 收 敛 (f 二 f) 和 几乎 必然 收敛 
(fn —» f). 
W Xi Xs 为 随机 变量 序列 , 而 {Xn 75) 2924 n — oo 时 , 那些 使 得 X, (w) 
不 收敛 的 we 9 所 构成 的 集合 . 证 明 


{Xn A} = U (lim inf X, € p < q € lim sup X4], 
其 中 的 求 并 运算 系 对 一 切 满足 p < q 的 有 理 数 p 和 4 所 构成 的 数 对 (p, q) 求 并 . 
设 随机 变量 序列 Xi,X2,… 定义 在 完备 的 概率 空间 之 上 , 并 且 概 率 为 1 地 收敛 
到 随机 变量 X. 证 明 , 分 别 由 随机 元 (Xi, XX2,… ) 与 (Xi, Xo, , X) 所 生成 的 
o- 代 数 (参阅 第 5 节 ) o(Xi,X2,…) Bo(Xi, Xo, - ,X) 相互 重合 . 
B Xi1,X2,… 为 独立 同 分 布 随机 变量 序列 , 它们 的 共同 分 布 Fo = F(x) 满足 条 
件 


Jim z^[- F(x)] =0. 


证 明 
^x max X, 5o, T, — Oo. 
设 和 6 为 独立 同 分 布 随机 变量 序列 EG = p, Dt&i = o? < oo 和 








假设 & e, m4 5 JEEUB P(£, < m) 21, n 2 1. 证 明 , Ple < m — 1L. 





44. 


45. 
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48. 


49. 
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02. 
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54. 
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B 662, 为 非 负 随机 变量 序列 , ,多 2,… 为 o- 代 数 序列 , 有 E(6, |. 2,) 二 
0. 证 明 , & 5 o. 
假设 &, Se BH c6 43 (3 表示 依 分 布 收敛 ), 其 中 为 非 退 化 随机 变量 ， 
cn > 0. 证 明 , cn 一 1. 
WXQ,X3,-.- 为 任 一 随机 变量 序列 . 证 明 
(a) E lim OE — 1, 则 lim EX 二 0 (P-a.s.)( 试 比较 第 20 题 中 的 断言 ). 
(b) 3f lim E" > 0, EX, 40, 0< EX2 < oo, BJ 








P (im «1x ime.) > 0. 

设 5665, 为 独立 同 分 布 随 机 变量 序列 , El&| < oo. I a 为 某 个 正 的 常数 ， 

4 As = (|£n| > on), n 2 1. 证 明 , P(limA,) = 0. 

证 明 , 在 连续 函数 空间 C 中 不 存在 这 样 的 距离 o, [SUE EXPE p(f, f) 一 0 等 

价 于 fa 逐 点 收敛 到 f( 试 比较 第 12 题 ). 

试 举例 说 明 , 对 任何 ec > 0, 都 存在 随机 变量 序列 £,61,65,--, 使 得 逐 点 地 有 

£i. (w) — £(w), 并 且 Be = —c, n 2 1, 但 是 却 有 Et = c. 

iX (在 第 一 章 第 4 节 第 23 题 中 的 三 种 定义 中 的 每 一 种 意义 之 下 ) 求 出 随机 变量 

sn = Itg«(-1)^—1/n) 的 中 位 数 pr = U(En); 其 中 7] 是 标准 高 斯 随机 变量 . 

设 随 机 变量 co(n > 1) 的 中 位 数 us = Ap) 唯一 确定 (参阅 第 一 章 第 4 节 第 23 

题 ), & 几乎 必然 收敛 到 随机 变量 c. 试 举例 说 明 , 一 般 来 说 , 极限 lim yn 未 必 存 

在 . 

6.6, 为 独立 同 分 布 的 非 负 随机 变量 序列 , 有 Et = 1. 令 T, — ]L&. 

n 21. 证 明 , 4 n — oo 时 ,有 T, — 0 (P-a.s.). 

设 上 上 为 独立 同 分 布 随机 变量 序列 . 令 S, —£1-- c£, n2 1. 证 明 ， 
(a) Et — oo, E£j < oo > Pn 一 十 co (P-a.s.). 
(b) El&| «oo, BEE Z0 会 ”2 (£l, 77 , |én|) 


|5n| 
mnax (& |], ET ; £n) — 0 (P-a.s.). 
Ti 


设 £6,£5,--- 为 随机 变量 序列 , 而 上 为 某 个 随机 变量 . 证 明 , 对 一 切 p > 1, 都 有 
如 下 两 个 条 件 相 互 等 价 : 

a) & ^» EGIRBI El, — &|? — 0). 

b) & 上 £, 并 且 随 机 变量 族 (J£. |?, n 2 1) 一 致 可 积 . 
设 上 和 … 为 独立 同 分 布 随机 变量 序列 , 有 P(£& > z} = ez x > 0 ( 即 服从 


— 0 (P-a.s.). 


(c) Et? «oo. — 
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标准 指数 分 布 ). 证 明 
1, 如 果 aw < 1， 
P(£, > olnn io.} = 
» 如 果 o 1. 
EXRBEE EE RT ATIS A 
1, 如 果 a<1， 


P(£, > Inn+alnlnn io.) = 
0， 如 果 aw > 1. 


并 且 , 一 般 地 , 对 任何 大 > 1, 都 有 


1, 如 果 oxi, 
P(£, »Inn--Inlnn------In:--lInn - Fo]n::-lnn io.) = -—9— 
k (k--1) 重 ’ | 


56. 为 推广 定理 3 (关于 由 几乎 必然 收敛 推出 在 L! 中 的 收敛 性 ), 试 证 明 如 下 结果 (GR 
费 引 理 ): 设 € 为 随机 变量 , 而 (&%,)n>1 为 随机 变量 序列 ,有 E|£| < oo, Ej&;| < oo 
和 £, — £ (P-a.s.), 则 Elé, —£| — 0, M BI S, E|£,| —^ Elél, n — oo. ( 试 比 较 
第 6 节 第 19 题 中 的 结论 .) 


57. 设 上 6，… 为 独立 同 分 布 随机 变量 序列 , 具有 密度 函数 f = f(x). 现 知 
lim f(r)2A»0. 
证 明 


n min(£i, ne un) A 7) 
其 中 2 是 以 和 为 参数 的 指数 分 布 随机 变量 . 
58. 证 明 , 只 要 第 6 节 第 33 题 中 的 条 件 (i), (i), (iii) 之 一 成 立 , 就 有 
E|X,|[ — EIXI? 对 一 切 0<p<r. 


59. iX (£.)az1 为 相互 独立 的 正 态 随机 变量 , 有 & ~ N (us, 02). 证 明 , Y^ 62 1k L* 
nzi 
中 收敛 "4 E DL 
$02) < oo 


nai 


再 证 明 , 当 该 条 件 成 立时 , 对 一 切 p > 1, 级 数 r &2 都 在 L? 中 收敛 . 
提示 : 为 证 第 二 个 结论 , 最 好 是 对 任何 p > 2 B 验证 


268 


nai 


« OQ. 














Dp 





60. 


61. 


62. 
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o MN m 


. B £5 - 为 正 交 随机 变量 序列 , 令 ^ S 


$11， 具 有 有 限 二 阶 矩 的 随机 变量 的 希 尔 伯 特 空间 . 131 . 
设 Xi, Xz,.… 为 独立 随机 变量 序列 , 均 服从 区 间 [0,1] 上 的 均匀 分 布 . 令 Y, = 


Xii Xs, n2 1 我 们 来 考察 97 z"Y. 证 明 该 级 数 的 收敛 半径 R — R(w) 概率 
为 1 地 等 于 e. 

提示 : 利用 1/R — lim|Y,|!/^. 
i (0, 多 , P) = ([0, 1), Z([0, 1)), A), 其 中 和 为 勒 贝 格 测度 . 设 实数 w € [0, 1), 而 
w = (01,02,:--) 是 它 的 连 分 数 分 解 (a4 = an(w) 为 整数 ) [3]. 证 明 , 当 n — oo 
时 , 有 ， 

注 : 在 MEE (《 概率》 第 二 卷 p313) 和 V. I Bri 
尔 德 的 专著 [4] 的 p101 中 可 以 找到 关于 该 问题 的 提出 和 解决 过 程 的 介绍 . 
设 Xi, Xa 为 独立 同 分 布 随机 变量 序列 , P(X1 = 0} = P(X1 = 2} = 1/2. 
证 明 

(a) 级 数 xn 几乎 必然 收敛 (到 某 个 随机 变量 X). 

(b) 随机 变量 X 的 分 布 函数 是 康 托 尔 函 数 (参阅 第 3 节 ). 


1+1/k | 


FUR IR — Ere Ro BS SLE EE RU 36 7 ABL S e 


. 证 明 , 如 果 € — Li.m. &, 则 |6,]| 一 fell. 
. 证 明 , 如 果 e — Lim. £; Hg — Liam. 9s, Wl (£5, 0) — (£, 0). 
. 证 明 , 范 数 | .| 满足 “平行 四 边 形 ”性 质 : 


l£ +n + i£ — m^ 三 2 十 jj 


. 设 (6s i6) 为 正 交 随机 变量 族 . 证 明 , 对 其 成 立 “ 毕 达 再 拉 斯 定理 ”: 


ls 








= sl. 


= &4 ré. 证 明 , 如 采 下 E£? < oc, 
则 存在 随机 变量 S, ES? < oo, Mi lim S, = S, 亦 即 ||5， _ SI = E||S,, 一 


S|? — 0, n — oo. 


提示 : 根据 第 4 题 , 利用 关系 式 Sax - SI 5 esl 


. 证 明 , 拉 德 马赫 (Rademacher) 函数 R,, 可 按 如 下 方式 定义 : 


Ra(zx)-—sign(sin2"'sz) O07rT&1, n=1,2,... 
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7. 证 明 , 对 于 € € D? (0, £, P) 和 任何 子 o- 代 数 9 C 多, 都 有 


el > ESI), 
并 且 等 号 成 立 , "4 HDU4, € = E(£|*) (P-as.). 
8. 证 明 , 如 果 X,Y € I?(0,.2, P, E(X|Y) - Y, EY|X) = X, Wd x —Y 


(P-a.s.). ( 试 比较 第 7 市 第 24 题 中 关于 X, Y € EP! (0, 2, P) 时 的 断言 , 那里 的 
证 明 要 比 X,Y e P? (0, £, P) 场合 下 的 证 明 复杂 得 多 .) 


9. 给 定 多 的 三 个 子 -代数 (607), (e?) 和 (eO). e 为 有 界 随机 变量 . 假设 
对 每 个 n, 都 有 
GW CG CGH), ECIGDN) Sn ECI9®) Sn. 


证 明 ， E(£ | 44?) Eg. 
10. A f = f(x) 为 定义 在 [0,co) 上 的 博 雷 尔 函 数 , 对 任何 入 > 0, 都 有 


| e ^* f (z)dz = 0. 


证 明 (关于 勤 贝 格 测度 几乎 必然 ) f = 0. 
11. 设 随机 变量 m 服从 区 间 [—1, 1 上 的 均匀 分 布 , 而 £ = o2. 证 明 ， 
(a) 根据 5 估计 c 和 根据 & 估计 (在 均 方差 意义 下 ) 的 最 优 估计 分 别 由 下 
面 的 关系 式 给 出 : 


E(£|n) =7, E(n|£)- 
(b) 相应 的 最 优 线性 估计 则 分 别 为 


E(£|n) = 1/3， É(n|&) = 0. 
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1. B € 5 n 为 相互 独立 的 随机 变量 ，jf(z) = 户 (z) &-ifa(z), g(x) = gi(z) + iga(z), 
其 中 f(x), gk(z) 为 博 雷 尔 函数 , k = 1,2. 证 明 , 如 果 E|f(£)| < oo, E|g(£)| < oo, 
则 有 


Ej f(£)g(n)| < oo 
和 
Ef(£)g(n) = Ef(£)- Eg(n). 
(请 记 住 , 我 们 有 : Ef(£) = Efi(£) + iEfo(£), E|f(£)) = E(2(6) + f2(6))7?.) 





g 


eo 


QW F-F(nc 
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. 设 和 = (6,6), EE" < oo, 其 中 | — 2,6. 证 明 


TL :k 
ect) = iE, O*  es(t)Itll", 
k—0 


RB t£—(5,:,06), (65) 66 9 o t6, 而 当 ||t| 一 0 时 ,有 e(t) — 0. 
提示 : 与 一 维 场合 下 的 证 明 相 类 似 , 只 是 需 将 t6 换 为 (t, £). 

,Zn) 与 G = G(z1,… ,zn) 证 明定 理 2. 

,Tn) 为 n 元 分 布 图 数 , p = (h.t) 是 它 所 对 应 的 特征 也 

XX. 试 运用 第 3 节 (12) 式 中 的 记号 , 证 明 多 元 逆转 公 MX (ER ZA) 的 正确 性 : 


1 c c n eg 'tkaük ER e tkbk 
Pisco m 人 . 人 . ll ity P pa 


(在 上 述 公式 中 , 假定 区 间 (a, b] 是 函数 P(a,b] 的 连续 区 间 , 其 中 a = (a1,…， 
an), b = (0b1,… ,bn), 意 即 对 所 有 有 = 1,… ,n, 点 ax, by 都 是 边缘 分 布 图 数 
Fy(zx) 的 连续 点 , 其 中 , 及 (zk) 是 通过 在 F(z1,:… ,zn) 中 令 除 了 zx 以 外 的 所 
有 其 他 变 元 趋 于 无 穷 时 的 极限 .) 


. 设 px(t), k 2 1, 都 是 特征 图 数 ，Ak, k > 1, 均 为 非 负 实 数 , 有 95A = 1. 证 明 ， 


3 Axe (t) JEFE PRA 


. 如果 g(t) 是 特征 函数 , 那么 Re p(t) 与 Im e(t) 是 否 也 是 特征 函数 ? 


提示 : 设 p e(t) 是 分 布 P 的 特征 函数 . 为 了 回答 第 一 个 (关于 Re p(t) 
的 ) 问题 , 可 以 考察 分 布 Q, 其 定义 为 8(4) = L[P(A) + P(-A), 其 中 -4 = 
{一 zx: ZeE4}. 而 为 了 回答 第 二 个 问题 , nT25 2E PRÉC p(t) 三 1 


设 (Q1, 92, 3 都 是 特征 函数 ， 现 知 P1P2 — P19P3. 试问 ， 是 否 必 有 Q2 一 Q3? 
. 试 证 明 表 4 与 表 5 中 所 引 和 人 的 关于 特征 函数 的 公式 的 正确 性 . 


提示 : 对 于 前 5 个 离散 分 布 , 它们 的 特征 函数 可 以 通过 初等 计算 得 到 . 
对 于 负 二 项 分 布 (C7-jp"g*", 二 7,7 十 1,… ;7 二 1,2,…), 注意 到 下 列 
事实 是 有 益 的 : 对 于 |z| < 1,78 


Y» 1 2 天 一 "—( (1—z)^ T 
在 求 正 态 分 布 N(m, o?) 的 特征 函数 p(t) 时 , 需要 指出 : 根据 复 变 函数 理 
论 (在 m= 0,o?=1 的 场合 下 ), 有 
_ 1 itr, —a^/2 xx i 1 —(z—it)?/2 _ ,£2/2 
ME € dr 一 6 dr —e J (e. 
其 中 f(z) = yr -it) /2 p, — (z: Imz — 0], mij 
一 z)üz 一 EN H' /12dy = 
"Iw so m | 6 
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10. 


RB L'—(z: Imz - t). 
ZU BE SEZNG GB. n] HT 3 7 
对 于 计算 柯 西 分 布 的 特征 函数 p(t), 运用 残 数理 论 是 最 方便 的 : 如 果 t > 0, 


则 
v0) [ — «rem às = | fas, 


其 中 工 = {z: Imz = 0}, 而 f(z) = gm. 根据 关于 残 数 的 柯 西 定 理 和 若 尔 
当 引 理 (参阅 [79] 第 一 卷 ), 知 


rH f(z)dz = 271 res f-2e"*. 
L 多 
同 理 , 对 t < 0, 有 y(t) = et?. 总 之 , 我 们 有 w(t) = e-?ltl. 


. 设 £ 为 整 值 随机 变量 , we(b 是 其 特征 函数 . 证 明 ， 


Lh f .- 
P(£-—k)— z] e tye(t)dt, k=0,+tl1,+2,... 


证 明 , 在 赋 有 勤 贝 格 测度 的 空间 L? = L? ([—7, v], |, «]) 中, 函数 族 


xe. n -0,-1,22,. 2 
"T 
形成 一 组 正 交 基 . 

提示 : 可 按照 如 下 思路 证 明之 : 

(a) 根据 e > 0, 找到 c > 0, 使 得 


[lp — flzr2 « e, 


其 中 f(z) = e(z)(lo(z)l < c). 
(b) 根据 鲁 金 定理 (参阅 第 10 节 第 37 题 ), 找到 连续 函数 fe(z), 有 |f:(z)| < 
c, 使 得 
piz €[-m, 可 : fe(zx) # f(x)) « e, 
此 时 有 Lf — feliz: < 2cve. 
(c) 找 连续 函数 f. (2), 使 得 f. (—0) — f (0) I Ife 
(d) 根据 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 , 找 函 数 f(x) = Ma 


— fellr2 < E. 


eit 使 得 


ra Me) - f«(z) S €, 


zc[—m- 
这 也 就 意味 着 fc -了 lz < e. . 
由 (a) ~ (d) 推 知 , 形 如 这 akeikr 的 有 限 和 在 L? 中 稠密 , 亦 即 函 数 族 


Lev, n 二 0, 十 1, 二 2,… |j 形成 一 组 正 交 基 . 





11. 


12. 


13. 


14. 
15. 


16. 


Lr. 


18. 


19. 
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在 博 赫 纳 - 辛 钦定 理 中 假定 所 考察 的 函数 (x) 是 连续 的 . 试 证 明 如 下 的 (里 斯 
的 ) 结果 , 它 展 示 了 可 以 在 多 大 的 程度 上 拒绝 关于 连续 函数 的 假设 . 

B p = (t) 是 勒 贝 格 可 测 的 复 值 函 数 , 有 yg(0) = 1. 那么 o = e(t) 是 正定 
的 , 当 且 仅 当 , 它 (关于 数 轴 上 的 勒 贝 格 测度 几乎 处 处 ) 重合 于 一 个 特征 函数 . 


如 下 函数 中 , 哪些 是 特征 肾 数 ? 
p(t)=e lt, 0«xo«2, p(t)=e-tl, o2, 


e(t) = (1 + |t)™, e(t) = (1 t*) !, 
1—]|t?, — [e « 1, 1-4]. 
e(t) = | e(t) = | 
0, It] > 1, 1/(4lt|), 
提示 : 为 验证 其 中 的 一 些 函 数 不 是 特征 函数 , 最 好 是 回 到 定理 1, 或 者 利用 
下 面 的 第 21 题 所 介绍 的 不 等 式 . 


证 明 如 下 的 隆 数 不 是 特征 函数 : 
V ge p [£| < 1, 
e(t) = | 


0, It| > 1. 


Itl < 1/2, 


[t| > 1/2. 





试问 , 函数 (t) = 955 是 否 为 特征 函数 ? 
证 明 , STUR-PRC g(t) 是 特征 函数 , 则 函数 |o(£)|?. 也 是 特征 函数 . 


证 明 , 如 果 函 数 v = g(t) 是 特征 函数 , 则 对 任何 和 > 0, 函数 eX 四-D 都 是 特 
征 函 数 . 试问 , 函数 p(t) = exe 70. 是 否 为 特征 函数 ? 
设 函 数 y(t) 是 特征 函数 . 证 明 , 如 下 的 函数 都 是 特征 函数 : 


1 OO 
/ op(ut)du, / e "o(ut)du. 
证 明 , 对 任何 n > 1, 30 P 89 PRPPCRTAE- EAE PRI: 


eit — S^ (it)* [kd 
k—0 
(22)^ /n! 
设 随机 变量 X, 服从 区 间 (—n, n) 上 的 均匀 分 布 , FERCREAEPRGOON px, (t). 证 


明 ， 
1, t-0, 
lim. ex, (t) = 
TL—O00 


(Pn (t) Es 


0, tz0. 
W X 为 随机 变量 , F = F(x) 是 其 分 布 函数 , m (mo), 是 其 矩 序列 
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(me — "n ^dF()) i 


证 明 , 如 果 对 某 个 。> 0, 有 级 数 2 trs lic, 则 分 布 函 数 亚 = FQ) 由 
矩 序 列 (m9), 唯一 决定 
20. 设 (t) = [75 e*t*dF(z) 是 分 布 Ff = F(z) 的 特征 函数 . 证 明 ， 
lim f e ""o(t)dt = F(z) - F(z—), 


coo 2c 
m 人 | le(t)^dt = 0 - F(z-)f. 
特别 地 , 分 布 函数 F — F(z) 连续 , 当日 仅 当 , 其 特征 函数 p(t) 满足 条 件 
lim 7 f le(OPat=0 


21. 证 明 , 任何 特征 函数 p = p(t) 都 必然 满足 下 列 各 不 等 式 : 


1 — Reg(nt) € n[1 — (Reg(t))"] < [1 - Reg(t), n=0,1,2,...; (+) 
lme()f < 50 -Rep(2b — 1-Ree(2 > 2(Ree(0)*; 
le(£) - e(s)? «4e(0)1 —o(t—- 5]; — 1—|e(20l? < 4[1 — Ie(t)P?]; 
le(t) — e(s) < 2[1 — Re p(t — s)]; 

1 £--h 


2h )., e(u)du < (14- Reg(h))/?, t» 0. 
(最 后 两 个 不 等 式 称 为 拉 伊 科 夫 (Paitkos) 不 等 式 .) 

提示 : 上 述 各 不 等 式 的 证 明 全 都 离 不 开 对 公式 e(t) = f^. edF(z) (以 及 
关于 Reg(t) 和 Im y(t) 的 相应 公式 ) 的 分 析 . 例如 , 为 了 证 明 不 等 式 


1 — Reg(2t) < 4[1 — Re e(t)] (+**) 


(不 等 式 (*) 的 n = 2 时 的 特殊 情形 ), 需要 用 到 如 下 的 关系 式 : 
1 — Reg(2t) = Li (1— cos2tz)dF(x) 和 1-— cos2tz < 4(1— costa). 
22. i p(t) 为 特征 函数 , 有 p(t) = 1+ f(t) (9), t 一 0, 其 中 f(t) = -f(-0. WE 
Hj (t) z 1. 
提示 : 运用 上 题 中 的 不 等 式 (e). 
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23. V X 为 随机 变量 , 其 特征 函数 与 分 布 困 数 分 别 为 p = y(t) 和 下 = F(z). 
(a) 证 明 , /|z|dF(z) < oo, 当 且 仅 当 , (9o. 1-856). < oo. 并 且 在 该 条 
件 下 , 有 


m 1 f?1-Reg(t) 2 [^1-Regt(t 
pxl= |/ aldF(o) - - [ eta - | LOO, 


T 


(b) 证 明 , 如 果 f^ lzldF(z) < oo, 则 
BIXI= f ar)--L[ Oa. 


( 亦 可 参阅 第 37 题 ) 
提示 : 为 证 (a), 只 需 利用 


1 f? 1-—cosat 
— zc m 
l| = 一 人 一 


为 证 (b), 需要 利用 |z| = zsign z, 其 中 


1， 2 > 0， 
signg 一 0, zr—0 
—1, z«0 


" 1 f^? sinzt 
signz 一 人 —— dz 
24. i g(t) 为 特征 函数 , 有 (t) = 1-- O(Jt|l2), t — 0, 其 中 ae (0,2]. 证明, 对 于 以 
e(t) 作为 是 已 的 特征 函数 的 随机 变量 £, 有 


P[(l£| » zx 2O(r?^), r0. 


25. 设 随机 变量 X 5; Y 独立 同 分 布 , 均值 为 0, 方差 为 1. 试 通过 考察 特征 函数 , 证 
BH, 如 果 (X 十 Y)/V2 的 分 布 与 X $n Y 的 分 布 F 相同, 则 F 是 正 态 分 布 . 
26. 以 下 = F(z) 为 分 布 函数 的 非 负 随机 变量 的 X 的 拉 普 拉 斯 变换 天 = 天 (A) 的 定 
义 是 : 对 入 > 0, 有 
I -- —AX E —Ar T). 
F(A) 2 Ee us e "^dF(x) 
证 明 如 下 的 ( 伯 思 斯 坦 ) 准则 : (0, oo) 上 的 函数 P — 所 (A) 是 [0, co) 上 的 某 个 分 
布 函 数 FP = F(z) 的 拉 普 拉 斯 变换 , 当 且 仅 当 , 该 晒 数 是 完全 单调 的 ( 意 即 对 一 
9] n 2 0, 都 存在 导数 FC (0), 并 且 (-1)* F0? (A) > 0). 
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2T. 


28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


33. 
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设 分 布 函数 = F(z) 具有 密度 函数 f = f(z) 和 特征 函数 p = y(t). 假设 有 如 
下 二 条 件 之 一 成 立 : 


&) [ eite oo 或 
证 明 , 此 时 成 立 如 下 的 帕 塞 瓦尔 公式 。 
[. f^(z)dz = 去 / e(t) dt (< oo). 


( 试 比较 第 11 节 的 帕 塞 瓦尔 等 式 (14).) 


设 p = y(t) 是 分 布 函数 下 = F(z) 的 特征 函数 . 证 明 , 如 果 分 布 函数 F = F(z) 
具有 密度 函数 f = f(x), 则 当 t 5 oo 时 , 有 (t) 一 0. 


设 下 = F(z) 与 = F(zx)i(R,Z(R) 上 的 两 个 分 布 函数 , 它们 的 特征 函数 分 
别 为 g = e(t) 和 5= o(t). 证 明 如 下 的 帕 塞 瓦尔 等 式 : 对 te 民 , 有 

] Hs - 9a = [ e" ena). (9) 
如 果 FF 是 正 态 (0, 0?) 的 分 布 函数 , 则 


[9 c ici 2 1 


( 试 比较 第 40 题 .) 

试 由 上 题 中 的 (**) 式 推出 如 下 结果 : 如 果 分 布 函 数 FQ 与 FS 的 特征 函数 相同 ， 
则 有 三 = E. ( 试 比 较 第 41 题 .) 

试 由 第 29 题 中 的 («) 式 推出 如 下 结果 : 如 果 ye(t) 是 随机 变量 6 的 特征 函数 ， 
则 随机 变量 [e| 的 拉 普 拉 斯 变换 是 


f. f?(z)dz < oo. 


e e^ 3:2 p(y)dy. (x) 


2- e] 
270? 一 Oo 


Ee ^5 = 人 0 el) 入 > 0. 
(参阅 第 23 题 中 的 断言 .) 


设 下 = F(z) 为 分 布 函 数 , 而 p(t) = f^. e'rdF(z) 是 它 的 特征 函数 . 试 根据 定 
EE 3 中 的 断言 b), 证 明 , 性 质 [^^ |o(t)]dt < oo 可 以 保证 该 分 布 具有 连续 的 密 
度 函 数 f (2). 

iini TEAM ERE F = F(z), 它 具 有 连续 的 密度 函数 , 但 却 有 
j= " )lat = 
设 p(t) = f,e'traF(z) 是 分 布 函数 F(z) 的 特征 函数 . 如 所 周知 (定理 1), 如 果 
所 eid < oo, 则 p(t) 可 微 . 试 举例 说 明 , 一 般 来 说 , 其 逆 不 真 . 甚至 存在 这 
样 的 特征 函数 y(t), 它 无 限 次 可 微 , 但 是 却 有 f. |zldaF(z) = oo. 试 给 出 一 个 这 
样 的 特征 函数 的 例子 . 
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34. (关于 道 转 公 式 ) 仿照 定理 3 的 证 明 , 证 明 , 对 于 任何 分 布 函 数 FP — F(z) 与 任何 
a< 都 有 如 下 的 ( X) “逆转 公式 ”成 立 : 


1 c e ta o e tb 


lim x | —À e(t - 5LP0) + F6) ~ 5l) + Fa). 


35. (a) 具有 密度 函数 


1 一 COS 并 
TT? 


rcm 





f(z) = 
的 概率 分 布 的 特征 阻 数 是 : 
1—|tl |<], 
e(t) = | 
0, |t| » 1. 


(b) 试问 , 具有 如 下 的 密度 函数 的 概率 分 布 的 特征 函数 是 怎样 的 ? 


] — cos nr 
rcR. 





f(z) = 一 
(c) 证 明 , 分 别 具 有 下 列 密度 函数 


万 (z) = ZI f2(7) = rcR 


的 概率 分 布 的 特征 函数 分 别 为 : 

1 7i 
ch snt ot) = 2sh iat 
(d) 试 求 与 下 列 各 个 特征 函数 相对 应 的 概率 分 布 : 


14-02! 1412" 2! 3et—1' 2 3 6 | 


36. Ut m9 = f, z*dF(z)(k > 1) 是 分 布下 = F(z) 的 实质 有 限 矩 . 证 明 


a?* 
人 ch (az)dF(z) = > (2S 


其 中 ch y = (e^? 4- e")/2. 


37. 如 同 第 23 题 , 设 以 = F(z) 为 分 布 函数 的 随机 变量 X 的 特征 函数 是 po = vt). 
证 明 , 对 8 e (0,2), 有 


xu. 


qi(t) = 











[tarn e 
" Bos 





f. 1 — Re p(t) 


"EY. di < oo; 
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并 且 此 时 有 
E|X|? = /. Iz d F(x) = Cs f. E-BertD p 


|t|1-8 
其 中 s 
Cg — n tardi I8) br 
UN T 2 


jr 
提示 : 利用 关系 式 





] — cos zt 
gs 
2 


38. 在 第 8 节 第 27 题 中 , 通过 直接 计算 随机 变量 £/m, £/Iml, |£l/Im, 以 及 服从 以 
xdian (x € R) 为 密度 函数 的 柯 西 分 布 的 随机 变量 C 的 特征 晒 数 来 证 明 该 题 中 
的 断言 . . 
39. 设 和 和, 为 独立 同 分 布 的 标准 正 态 N(0,1) 随机 变量 . 对 n> 1,9 
Auc dein 


和 
PEE, VERTS. 
试 运用 特征 函数 方法 , 证 明 
Sn 
n3/2 
其 中 N(0,o?) 为 正 态 分 布 ，o? = 1/3. 
40. 3t 上 与 7 为 相互 独立 的 随机 变量 , 其 中 o 服从 标准 正 态 分 布 (m N(0,1)). X 
设 f= f(x) 为 具有 紧 支 撑 的 有 界 博 雷 尔 函 数 . 证 明 , 对 o > 0, 有 


Bf (6+ zn) = 让/ e 次 ee 六 -bd (9) 


其 中 , pe(t) = Eei, 而 f(t) = f^... e" f(z)dz ( 试 比较 第 29 题 ). 
试 对 随机 向 量 上 与 n 陈述 相应 的 结论 . 
41. 试 利用 上 题 中 的 (*) 式 , 证 明 , 随机 变量 6 的 特征 函数 e(t) 可 以 唯一 确定 其 分 
fg. ( 试 比 较 定理 2.) 
提示 : 试 证 明 , 在 上 题 中 的 条 件 下 , 可 以 由 (*) 式 推出 
Ej) = lm ed Fo) Ge) 


cg —o0O0 


(利用 具有 紧 支 撑 的 有 界 博 雷 尔 函 数 f = f(z) 的 任意 性 ), 即 可 由 此 断言 : 特征 
函数 voe (t) 完全 可 以 确定 随机 变量 的 分 布 . ((**) 式 对 于 多 元 随机 向 量 也 成 立 . 
试 由 多 元 场合 下 的 (*) 式 推 出 相应 的 (x) 3X) 


law 53 NV (0, o?), 








$12. 特征 函数 - 141 ， 


42. 设 o = g(t) 为 特征 函数 , 对 某 » 0, 有 


43. 


44. 


p(t) <a， 对 于 [t| 2 5, 
其 中 0<a<1. 证 明 , YE [t| « b hf, — 
e(t) «1—(1— rad 
提示 : 利用 第 21 题 中 的 不 等 式 : 
1 — |p(2D) « 4p — lp WN]. 


(补充 第 21 题 中 的 不 等 式 ) 设 o = w(t) 是 分 布 F = F(z) 的 特征 函数 . 证 明 如 
下 的 贝 里 - 埃 森 不 等 式 : 对 1<r < 2, 有 


8D2 


|1 e(t) < Cr B. t|", 


其 中 6; = f^ Iz|dF(z), 而 C 为 常数 . 
对 于 整数 n > 1, 随机 变量 X BJ n EB mo = EX? Hl n 阶 绝对 矩 6, = EIX|" 
都 可 以 有 直接 的 表达 式 , 其 中 出 现 有 X. 的 特征 函数 p(t) = EeitX (t € R) fü n 
阶 导数 (参阅 , 例如, (13) 式 或 第 23 题 ). 对 于 非 整数 的 a > 0, 为 了 得 到 关于 
m(? = Ex? 和 5, = E|X|* 的 相应 结果 , 需要 用 到 按照 如 下 方式 引入 的 分 数 阶 
导数 . 

写 a 二 nn 十 a, 其 中 m 为 非 负 整 数 , 而 0 < a < 1. 我 们 将 如 下 的 函数 称 为 函 
数 f — f(t)(t € R) 的 a 阶 分 数 阶 导 数 (假定 相应 的 积分 存在 ): 
f. CS A f MC 


— g)ite 





ds, 
ERR 


Jfi DG) f(t) (= 2 f(t)). 特别 地 ， " f(t) = e(t)(— f. e*t*aF(z)) 是 特 
fiE PR, 则 


poco 





L| C9 Po», 


" o . L(-a) we 


- wa u To z"(1-— cosuz)dF(z) a r" sinuzdF(z) PIE 


(*) 





证 明 , 对 于 偶数 n, 绝对 和 矩 5,4 < oo, 4E DO 
(i) bn < oo, 
(ii) Re |pet9 e| | 存在 . 

并 且 在 此 种 情况 下 , 有 


1 
nia 二 一 一 一 _1)n72Dtajup 人 tt 
n3: Eee ar Re K ) vet ) 





- 
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提示 : 为 了 证 明 结 论 , 需要 利用 (*) 式 , 以 及 对 于 所 有 0 <b < 2 都 成 立 的 


如 下 公式 : E : 
n — du 一 —I(-b)cos 2: 
0 





ult 


TE: 对 于 任何 n>0 和 0<a<1, 关 于 EIXI"te 的 更 加 详细 的 讨论 见 专著 
[77] | 


A5. 设 p = p(t) 为 特征 函数 . 证 明 , 对 任何 与 s, 都 有 
ke(u-- s)» heu) - le) — [1 — keGOP]"?[ - fes]. 
提示 : 利用 博 纳 赫 - 辛 钦定 理 (第 6 小 节 ) 
46. 设 随机 变量 对 (c, v) 具有 密度 函数 
f(z,9) = 3{1+ ay? - Had « 1, lul < 1). 
证 明 , 随机 变量 与 o 相互 独立 , 并 且 分 别 具 有 密度 函数 
f(x) = Sz «1 fy) = ST « . 


而 且 上 +7 的 特征 函数 ous) 等 于 特征 函数 ype(t) 与 pw(t) 的 乘积 , 亦 即 
Pernlt) = pelt) : e«(t). 
AN 


OX Ék 
X, = 2. 10k 
证 明 , (Ku)n>i 不 仅 依 分 布 , 而 且 几 乎 必然 地 收敛 到 一 个 服从 区 间 [0,1] 上 的 均 
匀 分 布 的 随机 变量 . 


$13. 高 斯 系 
1. 证 明 ， TERR (£,m,--- ,7m) 场合 下 , 条 件数 学 期 望 E(£1m,--- 8) 等 于 广义 
数学 期 望 E(£Im,--- m). 


2. iX (£m. ome) 为 高 斯 系 . 试 说 明 条 件数 学 期 望 E(£" 1m, -- ,nx) 的 结构 , n > 1 
(作为 m,--- ,nx 的 函数 ). 


3. 设 针 = (Xk)igkgn 与 了 = (gpxn 是 两 个 高 斯 序列 ,有 EX, — EY,, DX, = 
DY, 1<k<n 


cov (Xk, Xj) « cov (Yi, Y), 1«k,i&n. 





Dn | 


Qo 


10. 


$813. 高 斯 系 : 143 - 
证 明 如 下 的 斯 菜 皮 思 (Slepian) 不 等 式 : 对 ze R, 有 


P1 sup x, «x«l sup a 
1<ken Ix kin 


. 设 €1, £2, £3 为 相互 独立 的 高 斯 随机 变量 ， 有 €i ~ N (0, 1), ? 一 1,2,3. 证 明 ， 


&1 十 5263 
V/A 4 & 
(由 此 产生 出 一 个 有 趣 的 问题 : 即 对 n 2 2, 考察 n 个 相互 独立 的 高 斯 随机 变量 


上 ,tn 在 关于 它们 的 怎样 的 非 线 性 变换 之 下 , 所 得 的 随机 变量 仍然 服从 高 
斯 分 布 ?) | 





^ N(0, 1). 


. V r(s, t) 是 (25),(29) 和 (30) 式 所 定义 的 函数 . 证 明 , 矩阵 R = (r(s, tieu) 是 


非 负 定 的 . 


. 设 4 是 某 个 m x n 和 矩阵. ER n x m BERE A9 是 A Bui AE, 如 果 存 在 矩阵 


U 5j V, 使 得 
AA98A— A, A8 -UA* = A*V. 


证 明 , 如 此 定义 的 矩阵 A9 存在 且 唯 一 . 


. 证 明 , 如 果 在 关于 正常 相关 的 定理 中 的 公式 (19) 和 (20) 中 , 将 Dee 换 成 如 上 


所 述 的 广义 逆 D&, 则 这 两 个 公式 对 于 退化 的 矩阵 Dg 也 成 立 . 


. 设 (06, €) = (01,… 06 ,&) 是 具有 非 退 化 阵 A = Dee 一 D&D5。 的 高 斯 向 


量 . 证 明 , 分 布 函数 P(0 < a|£) = 了 (0 < a1,… ,Ok < ax|£) 具有 由 下 式 所 定义 
的 (P-a.s.) 密度 函数 p(al,… ,ax|é): 


—1/2 
pa --- ult) = o rs exp | - (a - BOK A^! (a  E(949) 


. |t 6 5S m 为 相互 独立 的 标准 高 斯 随机 变量 (均值 为 0, 方差 为 1). 


(a) 证 明 , 随机 变量 £ cm 与 《一 为 相互 独立 的 高 斯 随机 变量 . 
(b) 试 利用 (a) 和 第 8 节 第 27 题 中 的 结论 , 证 明 ， 


(8 € 十 91 law 1 -4- 9/€ law l c C law 1 


£-  l-»/f( 1-C C 
其 中 随机 变量 C 服从 以 iu 为 密度 的 柯 西 分 布 (如 同 往常 “时 ”表示 同 
分 布 ). 
( 伯 恩 斯 坦 ) 设 c 与 m 为 具有 有 限 方差 的 独立 同 分 布 的 随机 变量 . 证 明 , 如 果 随 
机 变量 上 +7 55 £ n 相互 独立 , 则 6 与 n 是 高 斯 随机 变量 . (关于 该 命题 的 扒 
J^, 即 “ 达 尔 穆 亚 -斯 基 托 维 奇 定理 ”, 见 第 44 BL) 
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提示 : 可 以 按照 如 下 步骤 证 明 该 命题 (以 pe(lt) 表示 随机 变量 的 特征 函 
数 ): 
(a) 由 pelt) = ex (t) esr (f) = yern(t/2)pe-n(t/2) 可 以 推 知 


«- («(5)) 全 | 
«e - (o (5) 


t 2 
pe (5) , 
(b) 由 (a) 推 知 loe (£)] = les (£)] 和 fes (£1 = jpe (二 | 
(c) 由 (b) 推出 , 对 任何 £ € R, 都 有 v.) x 0, 因此 , 可 以 定义 f(t) = 
In |o, (t)|, 并 且 对 其 有 f(t) = 4f(t/2), t € R. 
(d) 由 Ex? < oo 可 知 pn(t) € C?(R), 再 由 (c) 得 
ro-r(5)---r(z)-mo cen 
故 知 f" (t) 为 常数 . 
(e) 由 (d) 推 得 f(t) = at? -- bt - c, 结合 (c), 可 知 f(t) = at?. 
(f) 由 (e) 推 得 o, (t) = ei?( 中 tet ,其 中 af 可 以 取 为 连续 函数 , 因为 函数 
vut) 是 连续 的 . 
(g) 证 明 o(t) 满足 性 质 : 
a(t) = 2a(t/2), tcR. 


(h) 由 Em? < oo 推 得 o, (t) 在 上 = 0 处 可 微 ,再 由 (g) EAD, 当天 一 oo 时 ， 
有 


Lc R, 








同 理 有 





t cR. 





e(t) E a(t/2*) ET o/ (0), i X 0, 


t t/2* 
从 而 有 o(t) = o/(0)t. 
总 而 言 之 , 我 们 得 知 pn(t) = eio (0ttet , JRBD n 为 高 斯 随机 变量 . 同 理 , c 
是 高 斯 随机 变量 . 


(SK SEE X8) 设 = r(s,t) 是 [a, 6] x [ae 引 上 的 连续 的 协 方差 函数 , 其 中 -oo < 
a « b « oo. 证 明 , 方程 





b 
A / r(s,t)u(t)dt = uls), a<sgb 


对 于 无 穷 多 个 数值 和 = Xx < 0, k2 1, 都 有 着 相应 的 连续 解 ux = ux(x), k 2 1, 
这 些 解构 成 L?(a, b) 中 的 完备 的 正 交 系 , 具有 性 质 


iet 


(st) Y^ ux (s)ux.(t) 


3 
k—1 Àk 








12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


S13. TA : 145 - 


其 中 的 级 数 在 [a,b] x [a, 0] P Sic 9S Wes. 

iX = {Xi,t 2 0} 为 高 斯 过 程 ,， 具有 EX, = 0 和 协 方差 函数 r(s,t) = 
eclt^*li ts 20. Oct «cx tuy fuos ,Zn) 是 变量 X,,,…， 
Xt, 的 密度 函数 . 证 明 ， 


jo bis n Zn) 


—1/2 
7 2 T " (tj -1—t;) 有 2 
= xy TIO - eio A 
Le | 2/244 1 elds) | 
了 一 


j—2 


设 了 = {f= fu), n2 1; we [0,1]} 是 L2 gRME (fk [0,1] 上 的 勒 贝 格 测 
BE) 的 完备 正 交 系 , 而 £i, &2,… 是 独立 同 分 布 的 W(0,1) 随机 变量 . 证 明 , 过 程 
B, — Y; & fo fa(u)du, 0« t « 1 为 布朗 运动 . 


证 明 ， 如 宁 B^ = (B£)oxi«i 是 布 明 桥 ， 则 对 B, = (1 t) Bog 随机 过 程 
B= (Bi )i>0 是 布朗 运动 . 
设 B = (Bi)tzo 是 布朗 运动 . 证 明 , 如 下 各 过 程 都 是 布朗 运动 : 


BÜLIL.B, t>0; 

B=tBi, t>0, B = 0; 
BÜLZBQ.—B, s>0, t>0; 
BYW=Br-Br_t 对 于 0<t<T, T>0; 
po - : spe 020, t20 ( 自 模 性 ). 


设 B+ = (Bi 十 ut)io 是 市 损失 的 布 朋 运动 . 
(a) 试 求 BL -- BL (t < t2) 的 分 布 . 
(b) 试 对 to « t « t3, 2X. EBE Br, 和 EBK Bb BE. 
设 Br 是 上 题 中 的 随机 过 程 . 试 分 别 对 ti «t2 40 t > tz, 求 条 件 分 布 


P(Bt, €.| Bi) 
并 对 to < 五 < to, 求 条 件 分 布 
P(Bj, e. | Bi, BE). 
设 B = (Bi)tzo 是 布衣 运动. 证 明 , 对 于 Yi = e ! Bos, 过 程 Y = (Yy)ien 是 奥 思 


斯 坦 - 乌 伦 贝克 (Ornstein-Uhlenbeck) 过 程 ( 即 有 EY, = 0 5j EYsY — e-t-5l 的 
高 斯 -马尔 可 夫 过 程 ). 














. 146 - 第 一 章 概率 论 的 数学 基础 


19. 设 Y = (Yi)jzer 是 奥 恩 斯 坦 - 乌 伦 贝 克 过 程 . 证 明 ， 
Vit(l — t)Yi yu 1n, 0«ctz«1, 
i 0, Ll 
是 布朗 运动 
20. iX £o,£1,62,--- 是 相互 独立 的 标准 高 斯 W(0,1) 随机 变量 . 证 明 , 级 数 
Yet id 0ct«1 
事实 上 定义 了 一 个 布朗 桥 , 而 级 数 


I Ent 
creo Et REM coc 


则 与 级 数 (26) 一 样 , 给 出 了 一 个 布朗 运动 . 
21. 试 详细 证 明 , 由 (26) 与 (28) 式 所 定义 的 过 程 (Bi)josix1i, 以 及 过 程 


B, = VID 6l — cos nt 
i no 


(其 中 随机 变量 序列 (&;,)%>1 与 (26) 和 (28) 式 中 相同 ) 都 是 布朗 运动 . 
22. 设 X= (Xkji<ksn 为 高 斯 序列 , iU 


m= max EX,, o^-— max DX,. 
1IXk&n IXk&n 


今 知 对 某 个 a > 0, 有 


1 
P mex (Xy — EX) >al < & 7 


证 明 , 有 如 下 的 博 雷 尔 不 等 式 成 立 : 


P| max Xj zl «2v (z-2-5) 

1&kszn o 
其 中 更 (z) = (221)-1/2 f7? e-v /2dy. 

23. 设 (X,Y) 为 二 维 高 斯 随机 变量 , 有 EX = EY —0, EX? > 0 EY? > 0 以 及 相 
关系 数 p = lp| < 1. 


(a) 证 明 , 随机 变量 X 与 Z = (Y — pX)/4/1 — p? 为 相互 独立 的 高 斯 随机 
变量 . 
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(b) 证 明 ， 
P(XY <0}=1—2P{X >0,Y >0}=7 arccos p, 
并 由 此 推出 如 下 各 关系 式 .: 


1 
P{X >0,Y >0}= iae Y«o-1 7 + 2 arcsin p, 


—PlX>0,Y >0}= 
5; } 


E 一 p2 


1 1 
P(X»250,Y «01 —-P[X«0, Y >0}= 7- g, arcsin p. 


(c) & Z = max(X, Y), 其 中 EX? = EY? — 1. 证 明 


EZ - 4 —^, EZ? — 1. 


(d) 证 明 , 对 任何 a 与 5, 都 有 : 
(1-9(a))(1—9(c)) < P(X » a, Y » 5) « (1-9(a))(1—9(c))- irr EE 
其 中 c= (b— ap)/4/A — = (a — bp)/A/A — p?, 而 q(z) = 9'(z) 为 标准 正 态 
密度 . 
提示 : 命题 (b) 可 以 由 性 质 (a) 推出 . 
24. 设 随机 变量 X 5 Y 相互 独立 , tp X (0,1), fi P(Y =1}=P{Y 2 -1) - 
l4 Z = XY. 证 明 , Z ~ N (0,1), 求 随机 变量 对 (X, Z) 与 随机 变量 对 (Y, Z) 
的 分 布 , 并 求 x - z 的 分 布 . 证 明 , 随机 变量 X 与 2 不 相关 , 也 不 独立 . 
25. Ut 上 为 标准 正 态 随机 变量 , 即 有 € ~ N(0,1). 令 
| - i 如 果 上 | < o, 
”| -6， 如 果 上 4 > oa 


证 明 , n, ~ AN (0, 1), 并 且 当 a 满足 关系 式 


1/ z? fe(x)da — 7 (5 — x7") 
时 , 随机 变量 £ 与 n, 不 相关 , 但 却 为 不 相互 独立 的 高 斯 随机 变量 ( 试 比较 定 
理 1 中 的 断言 a)). 
26. 设 5 n 均 为 正 态 分 布 随机 变量 , 有 Et = En —0, E£? — Ej? —1fll E£n — p. 
证 明 ， 





@ 原 书 为 : 随机 变量 € 与 my4 不 相关 一 译 者 注 . 
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(a) E max(£, y) = V(L- p)/n. 

(b) E(£19) = ey, D(£19) - 1— p?. 

(c) E(£|6 4 9 — z) 2 2/2, D(£|£ n = 2)= (1— p)/2. 

(d) E(£ + 9|£» 0,9 5 0) 2 24/2/m. 

IAE D£ = o2, Dn = o2 的 场合 下 考虑 相应 的 问题 , 其 中 o1 > 0, cs > 0. 


27. 设 (y) 为 二 维 高 斯 随机 变量 , 具有 相关 和 矩阵 


28. 


29. 


30. 


2 2 
cov (X,Y)= v 2 
c^ c 


试 将 (y) 表示 为 如 下 形式 : 


其 中 , Q AnESSBEE, 而 & 与 q 为 相互 独立 的 高 斯 随机 变量 . 

B 6 — (61,… ,mn) 为 具有 零 均 值 和 相关 符 阵 R = [Ec£;|| 的 非 退 化 的 高 斯 随 
机 问 量 . DEOR 的 特征 根 为 条,… LAS. 证 明 , 随机 变量 62-62 的 特征 函数 
w(t) 与 随机 变量 Aun? 十 … 十 Xn92 的 特征 函数 相同 , 其 中 m1,… ,mm 为 相互 独 
立 的 标准 高 斯 随机 变量 (ni ~ N(0,1)), 并 且 可 将 p(t) 表示 为 : 


et) = [[ l1 - 2i7 172. 


ji 


设 6, -- ,én 是 独立 同 分 布 的 随机 变量 , 其 中 n > 2. 证 明 , 随机 向 量 (&1,… 164) 
的 分 布 函 数 为 球 对 称 的 , 当 且 仅 当 , 随机 变量 61,6, 中 的 每 一 个 都 服从 零 均 
值 的 正 态 分 布 . 

提示 : 考虑 特征 函数 . 


(关于 正 态 分 布 Vm, c?) 的 统计 量 . 工 ) 设 6o 6s n > 2, 为 独立 同 分 布 的 正 
态 N(m, o?) 随机 变量 . 令 


3 


1 c - 
6 31 = | » (& — £y". 
天 一 1 


证 明 , 随机 变量 与 s? 相互 独立 , 并 且 


"n—1 


(n — 1)s2 € 》 (& — my. 


k—1 


提示 : 利用 前 一 题 的 结论 . 





31. 


32. 
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(关于 正 态 分布 N(m, o?) 的 统计 量 . Y) WE 与,…… ,所 为 独立 同 分 布 的 正 态 
Nmn, o?) 随机 变量 , 而 z = (z1,… ,zn) 是 对 于 上 = (&1,… ,én) 的 观察 值 ， 
n 2l. 


(a) 证 明 , 统计 量 对 


Ti(z) — n, T25(r) = yat 
, k=1 k=1 


1 1 ~ 
R2 
qe 2, Tk, 3“(7Z) : 2 (s z) 


都 是 充分 统计 量 . 

(b) 证 明 ， 

s^(z) = = Ya cp 
k=1 

(关于 正 态 分 布 N(m, e?) 的 统计 量 . TIE m 未 知 ，o? = o2.) 在 本 题 中 , 假设 
£1, 为 独立 同 分 布 的 正 态 A (m, o?) 随机 变量 , 并 需 利用 第 30 题 (n > 2) 
和 第 31 题 (n > 1) 的 结果 . 

设 m 未 知 , c? 已 知 , Ho? = og. 

(a) 证 明 , 对 于 上 = 2575 ,6(7 in(6), 有 


EE 二 =m (无 偏 性 ， DE= 室 
(b) 证 明 , (在 假设 o? = o2 之 下 ) 样本 均值 是 有 效 估计 , 亦 即 最 小 方差 的 


无 偏 估 计 . 为 此 , 请 证 明 , 关于 参数 mm 的 无 偏 估 计 T (x) 满足 拉 奥 -克拉 默 不 等 
AX: 


1 1 
DT(£) 2 — - 2 —, 
(é&) 2 " (Ties?) n/o? 
Om 


其 中 


1 
P(m,o2) (2) = Vaxoi 
(c) 证 明 , 随机 变量 
£—m 
oo/ Vn 
服从 标准 正 态 N(0,1) 分 布 , 且 对 于 0 < es < 1, 24 A(e) 满足 条 件 





A{E) 


m— equ (= EM 
je 7x ] dt (—29(A(c)) — 1) 
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时 , 区 间 


(z 一 AG) 元 十 SG) 
是 参数 mm 的 可 人 靠 性 系数 为 1— 6 的 置信 区 间 , ZRBD A En 


Po 全 - LAG) «m «E« Tt) "v 


其 中 Pos 523 为 具有 密度 函数 pn, oa) 的 分 布 ( 试 比 较 第 一 章 第 7 节 第 2 小 节 
中 的 定义 ). 

33. (关于 正 态 分 布 N(m, o?) 的 统计 量 . IV: m = mo, o? 未 知 .) 如 果 m 已 知 (m = 
mo), 那么 就 不 必 以 s?(x) = i37; ((xk — z)? 作为 o? 的 估计 , 而 只 需 用 


sz) = = Y (zk — mo? 
k=1 
hit o? Tr. 
(s) 证 明 ， 
Beg(6) = o (无 偏 性 )，Ds3(G6) = —— 


(b) 证 明 , s3(z)( 在 m = mo 的 情形 下 ) 是 o? 的 有 效 估计 , 亦 即 最 小 方差 的 
无 偏 估计 . 为 此 , 需要 证 明 , 关于 o? 的 无 偏 估计 T(x) 满足 如 下 形式 的 拉 奥 - 克 


拉 默 不 等 式 : 


1 
O ln po, o2) (£) i n/20* 
nE (— ) 
为 了 解决 关于 估计 量 si(z) 的 精确 度 问题 , 我 们 利用 下 述 方法 构造 关于 o? 的 置 
信 区 间 : 


对 z= (xi, jin) 


xi) - > (smey. 


DT(£) 2 


由 于 - 
xi($Ym (9x. 
k—1 
故 由 第 8 节 中 的 (34) 式 , 知 x26) 服从 自由 度 为 n 的 x? 分 布 , 其 密度 函数 为 : 


pn/2-1o—2/2 


fx2 (x) 二 32^/T(n/2) ' 


r0 


( 亦 可 参阅 第 3 Tra 3). 





34. 
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又 由 于 


2 2 
xz (x)a 
se(z)- —u——— - 


故 知 





2 T 
Posso St «sb = f aat 


(关于 x? 分 布 有 关于 n = 12,… 的 许多 分 布 值 表格 .) 所 以 ， 对 于 给 定 的 
0«e«1, 可 以 找到 A (e) 和 X'(e), 使 得 


A'(&) € oo € 
[| f04-5 /fates 
0 X (e) 








此 时 就 有 " 
1 fa (t)dt —1-e, 
A'(E) 
并 且 由 于 
sd (zx)n se(z)n o / " 
(3e 7 9] WO 630 < YO) 
所 以 区 间 








e To] 
A"(e) ' Af(e) 


就 是 关于 o? 的 置信 系数 为 1 一 。 的 置信 区 间 . 
假设 a'(e) 与 a"(e) 被 选取 得 使 有 


a" (e) 
/ f (t)dt —1-— e. 
ur 人 


易 知 , 这 种 根据 给 定 的 s > 0, 所 选取 的 ao'(e) 与 o%(e) 并 不 是 唯一 的 . 

(c) 试问 , 对 于 怎样 的 a'(e) 与 a”(e), 可 以 得 到 关于 o? 的 最 窄 的 置信 系数 
为 1 一 的 置信 区 间 ? 它们 是 否 重合 于 按照 上 面 的 办 法 所 选取 的 X (e) 与 A" (e)? 
(关于 正 态 分 布 N(m, o?) 的 统计 量 . V: m 未 知 , o? 未 知 .) 

(a) 证 明 , 在 所 考察 的 情形 下 , 对 于 n 1, 


Ti 





Pu 1 - 到 
g—-— 1 zk, 81(Z) 三 s* (x) = "1 1 (zy — z)^ 
k—1 k—1 


n-—1l 


分 别 是 关于 m 和 o? 的 无 偏 估 计 . 
(b) 证 明 , 统计 量 0m 
ini (2) 7 V 7 VR 
具有 自由 度 为 n 一 1 的 学 生 分 布 . 
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37. 


38. 
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提示 : 将 t 1(x) 表示 为 : 





然后 分 别 指出 : 

(i) 分 子 服从 标准 正 态 分 布 N(0, 1); 

(i) 分母 59 的 分 布 与 址 7X2_1 相同 , 其 中 x2_1 S Yum dim, 
rm-1 是 相互 独立 的 标准 正 态 (0, 1) 随机 变量 ; 

(ui) 随机 变量 £—*^ /5m 与 99 相互 独立 . 

由 ())(ui) 和 第 8 节 中 的 (38) 式 , 即 可 推出 关于 随机 变量 t,,_1(&) 的 分 
fü. 

(c) 试 利用 t, (£) 的 分 布 , 以 及 如 -li(z) = Los 的 表达 式 , 构造 关于 m 
的 置信 系数 为 1 - 6 的 置信 区 间 . ; 

(d) 首先 证 明 随 机 变量 (n — 1) (1482). 服从 自由 度 为 mn- 1 的 X2 分 布 , 再 
利用 这 一 结果 构造 关于 o 的 置信 系数 为 1- e 的 置信 区 间 . 
设 e(t) 为 第 28 题 中 的 特征 函数 . 证 明 , 如 果 0 < au «oc as, T] px 2 O, fi 
得 2 px — 1, Bil eR 

z t 
v(t) = 2 pee (a) 

亦 为 特征 函数 . 
如 果 高 斯 序列 X = (X.)52o 分 别 具 有 如 下 形式 的 协 方差 函数 : 


e "7 和 min(ij) (2 '(i-lj-]-3))» 45j29,12,-- 


那么 它 共 有 怎样 的 结构 性 质 (独立 增 量 , 平稳 , 马尔 可 夫 等 等 )? 
设 N 为 标准 正 态 随机 变量 (N ~ N(0,1)). 证 明 , 对 于 w <1. 有 


1 1 1 Q 
PIN 7 Vas ta 
WX 5 Y 为 相互 独立 的 标准 正 态 N(0,1) 随机 变量 . 证 明 ， 


1 
(ncs) «9 
当 且 仅 当 p < 2. 
设 第 38 题 中 的 条 件 成 立 , 而 


x? 


1 
T — -(X*- Y? 一 一 -一 一， 
90V *Y) 9- ys cys 





40. 


41. 


42. 
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证 明 ， 
(a) T 5j g 相互 独立 . 
(b) T 服从 指数 分 布 (PIT > tt} —e, t» 0) 
(c) 9 BLU. 3E 9X 27-78 (25 BE PRA: — — , x € (0, 1)). 


nA/z(1—m)! 
A B-(BiksosaBhzz, 而 
1, — min[t 2 0: B, = a} 


为 其 首次 达到 水 平 a > 0 的 时 刻 . (如 果 (1 = e, 则 令 T, = oo.) 

试 利用 关于 布朗 运动 的 反射 原理 (P [sur B, > a| _ 2P{B, > a), 参阅 例 
如 , 参考 文献 [17], 第 三 章 第 10 节 , p89-90), 证 明 , 密度 函数 p, (t) = 个 ,+t > 
0, 为 

palt) = ——e- 9 / Q0. 
V2nt3 

提示 : 利用 关系 式 P(T, « t) = 2P(B, > a). 

设 了 全 = 有 ,其 中 下 如 上 面 的 第 40 题 所 定义 . 证 明 


TY N-2 


其 中 N 为 标准 高 斯 随机 变量 (N ~ N'(0,1)). 再 证 明 , T 的 拉 普 拉 斯 变换 和 傅 立 
叶 变 换 分 别 为 : 


NC LAN 
Ee ?7 —-Ee YN -e^5 A>0, 


Ee'!T ~ Ee'*w7 — exp {= (1 — im)! , t€cR. 


事实 上 , 随机 变量 1/N? 从 结构 上 可 以 视 为 具有 参数 为 a = 1/22 6 = 0, 06 = 
-1, dg= 1 的 稳定 分 布 (参阅 第 三 章 第 6 节 中 的 (9) 与 (10) 式 ). 
Ex 5Y 为 相互 独立 的 正 态 NN(0, o?) 随机 变量 . 


(a) 证 明 
2XY 下 X^—YyY? 
JY) ? VE 
为 相互 独立 的 均值 为 0, 方差 为 1/2 的 正 态 分 布 随 机 变量 . 
(b) 由 此 推出 x» 
law 
y x "^ 


其 中 C 为 具有 密度 函数 1/(r(L + z2)) 的 柯 西 分 布 随 机 变量 (x e R), 并 且 


1 law 
—— EC 
C C 
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(c) 推广 上 述 性 质 : 对 任何 a > 0, 都 有 


C- 5 7" (ac. 


(d) 证 明 , 随机 变量 X? +Y? 与 jz 车 yz 相互 独立 . 

提示 : (a) 利用 第 8 节 第 13 题 中 关于 X 和 了 的 表达 式 . 

(b) 利用 第 8 节 中 第 27 题 (a) 中 的 结论 . 

(c) 0 Pr 如 果 jim 
g(z), 都 有 积分 f... )$8. 与 积分 厂 。 
证 明 , PR 


sar! es , 则 对 任何 有 界 函 数 


1 
R(s,t) = z (£^ + $98 — | — sp? 


为 非 负 定 的 (参阅 24) X), 其 中 0 < 五 < 1, s,t > 0. 并 且 存 在 ( 零 均 值 的 ) 高 
斯 过 程 B = (BF),>o 以 R(s,t) 作为 自己 的 协 方差 图 数 . (由 周知 的 关于 连续 
修正 存在 性 的 柯 尔 莫 苹 洛 夫 定 理 , 例如 , 参阅 [17], 可 以 断言 , 能 够 将 这 样 的 过 程 
= (BE),>o 取 为 轨道 连续 的 过 程 . 该 过 程 通常 称 为 具有 险 尔 斯 特 参数 歼 的 
断口 (分数 ) 布衣 运动 . 
再 证 明 , 所 述 的 函数 R(s,t) 在 五 > 1 时 不 是 非 负 定 的 . 
(达尔 穆 亚 -斯 基 托 维 奇 定理 ) VE 6,6. 为 独立 同 分 布 的 随机 变量 ， 而 ài, 
an;b1,-… ,bn 为 非 零 常数 .证明 如 下 的 刻画 性 定理 : 如果 随机 变量 2 a5 与 


Y bi&; 相互 独立 , 则 随机 变量 6-6 有 正 态 分 布 . (在 n= 2，o = oa = 
1, b —1, bo — —1 时, 即 为 第 10 题 中 的 伯 恩 斯 坦 定 理 .) 


设 & ,£2,… 为 相互 独立 的 标准 正 态 N(0,1) 随机 变量 序列 . 证 明 , 随机 变量 
r6 X6 
A. Vn zl 与 Y, - i—1 72 
2 T 
ht (E) 


(在 n — oo 时 ) 依 分 布 收 合 到 正 态 随 机 变量 N(0,1). 

设 (X,Y) 是 具有 EX = EY = 0, DX = DY = 1 的 高 斯 随机 变量 对 , 相关 系 
数 为 px,y. 设 亚 (z) 为 标准 正 态 分 布 函数 , 即 B(x) = (2r)-1/2 [/” ev /2dy. 证 
明 , 随机 变量 (X) 与 B(Y) 的 相关 系数 posco sy) 等 于 





6 PXT 
Pe(X), e(Y)-— 一 ; CAM 7 á 


设 (X,Y,2) 为 三 维 高 斯 随机 变量 , EX-EY-EZ-0,DX-DY -DZ- 
1 以 及 相关 系数 o(X, Y) = o1, p(X, Z) = pz, p(Y, Z) = pa. 证 明 ( 试 比较 第 23 
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题 中 的 岂 言 (b)) 


1 1 
P(X»50,Y»50,Z2»50)- 8 十 47 (arcsin pi + arcsin pa + arcsin pa). 


提示 : 令 4={X>0}, B-(Y50,C-(Z»50)] id p- P(An BrnO), 
则 根据 容 斥 公 式 (第 一 章 第 1 节 第 12 HE), 得 


1—-p-P(AUBUC) 
— [P(A) - P(B) - P(C)| ~ [P(An B) - P(An C) - P(IBn C)] - p 
再 利用 断言 23(b). 
48. iX B? = (B?)o<cigl 为 布 朋 桥 , 以 22 表示 其 “振幅 ”, 即 


DB? DB? 
re NE pun 


证 明 , B^ 振幅 的 平方 多 2 的 拉 普 拉 斯 变换 Ee-^ €", A > 0,8 


Ee 一 | Vn I 
sh VA 
49，( 维 斯 可 夫 ) 设 ， 与 《 为 相互 独立 的 标准 正 态 N(0,1) 随机 变量 . ERR, 
(a) 对 于 任何 满足 条 件 E|f (x 十 (7 十 i))| < oo 的 函数 了 = f(z), z € C, 都 
有 如 下 的 “ 求 均值 ”性 质 : 





f(z) = Ef(z t (n- ic). 


(b) 对 于 埃 尔 米 特 多 项 式 He (2), n > 0 (参阅 附录 p327), 都 有 Hen(z) = 
E(z 4- iQ)" 和 EHe,(x-4-19)-z^. 














第 三 革 o 概率 测度 的 接近 程度 和 收敛 性 . 
中 心 极 限定 理 


81. 概率 测度 和 分 布 的 弱 收 义 


1. 称 定义 在 R" 上 的 函数 已 = F(x) 在 xz cR" 处 连续 , 如 果 对 任 给 的 。 > 0, 都 
存在 5 > 0, 使 得 |F(z) — F(y)) « e XIB—UHE x —óecy «zoe Bg ye R" 
成 立 , 其 中 e = (1,… ,1) e Rm， 称 分 布 滑 数 序列 (Fi)usiSUÉK SCT. FF( 记 为 
FK, — F)O, 如 果 当 m 一 oo 时 ,在 下 = F(x) 的 任 一 连续 点 zx c Rm 处 都 有 
F(x)  F(z). 

证 明 , 定理 2 的 断言 在 空间 RT" (m > 1) 中 仍然 成 立 . (参阅 定理 1 的 注 1.) 
提示 : 只 需 证 明 (1) e (4). 为 证 (1) 2 (4), 设 x e R7 是 F 的 连续 点 . 证 
HH, 如 果 8(—oo,z] 是 集合 (一 00, 2z] = (一 00, i] x … x (一 00, zm] 的 边界 , 则 有 
P(0(—oo,z]) = 0, 因而 就 有 P.((—oo,2]) 一 P((—oo.z]), 亦 即 F(z) 一 F(z). 
为 证 m 中 的 反问 蕴涵 关系 (4) 9 (1), 只 需 仿照 1 维 情形 下 定理 2 的 有 关 证 明 . 

. 证 明 , 在 空间 Rm 中 ,“ 基 本 集合 ” 类 o 就 是 收敛 确定 类 . 

. 设 忆 是 空间 RT, C 或 也 之 一 (参阅 第 二 章 第 2 节 ). 称 (定义 于 由 全 体 开 集 所 
生成 的 o- 代 数 8 上 的 ) 概率 测度 序列 (P,),>: 在 有 限 维 分 布 的 意义 上 淡 收 敛 
到 测度 P ( 记 为 P, 少 P), 如 果 当 n 一 oo Bf, 对 一 切 满足 条 件 P(94) = 0 的 柱 
集 4, 都 有 P,(A) 一 P(A). 


e dw 


四 原文 为 : Cxonurces B ocgosgoM, 直译 应 为 基本 收敛 , 此 人 处 根据 国内 的 通行 称呼 , EDU TCR 
一 一 译 者 注 . 
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证 明 , 对 于 空间 R99, , 有 
(P, AP) & (P,-P) (*) 
试问 , 该 结论 对 于 空间 C 与 D 是 否 也 成 立 ? 
提示 : (*) 式 中 的 蕴涵 关系 < 是 显然 的 , 我 们 只 需 证 明 (P, 5 P) 一 (P， 全 
P). iX f 是 C(R?) 中 的 有 界 盟 数 (|f| < c). 对 于 me N = (1,2, RITE 
X fa: R^ 一 及 如 下 : 
fÍm(zi,--- ;ZmiEma4i,s c) - f(xi,-- 2m, 0,0, -). 


fr 


Am = (x € R? : |fa(z) — f(z)| < e) 
证 明 , 对 于 充分 大 的 n 和 m, 都 有 


[rm [no 


再 利用 对 于 每 个 mm 都 有 fL. fadP — fL. fdP 的 事实 , 即 可 由 上 述 事实 推出 ， 
对 于 充分 大 的 n, 有 


< ePn(Am)+t 2cPn(Am) < & t 4ce. 








i | fap»- [ fdP| < + dcs 
^ JR~ Roe 





lim | me, - | fdP| < c dor 
n JRee Roo 


FLUE Rep ACE ER, 知 [us fa dP 一 fw fdP, 再 由 上 面 两 个 不 等 式 , 即 得 





lis | sap, - [ fdP| < e+ s 
TL Roo Roo 





km fae.-f rap X € 4- Ace. 
由 e > 0 的 任意 性 , 即 可 断言 
| saps f rar, n 一 oo. 
4. 设 下 与 G 为 数 轴 上 的 分 布 函数 , 而 
L(F,G)-—inf (h 2 0: F(x -h) - h & G(z) < F(x 4- h) - h) 
是 (F 与 G 之 间 的 ) 莱 维 距离 . 证 明 , 淡 收 和 敛 与 依 菜 维 距离 收敛 相互 等 价 , 亦 即 


(FP) 9 (L(F4,F)0) 
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提示 : 蕴涵 关系 (CRP 本 一 0) 9 (EF, 9 F) 可 以 立即 由 定义 推出 . 反 过 
来 的 蕴涵 关系 要 用 反 证 法 证 明 , 假设 E, — 书 , 但 是 却 有 L(ES F) 50, 然后 找 
出 矛盾 来 . 
5. 设 五, F,ifü^rAS SA F 连续. 证 明 , 此 时 Fux) 回 F(x) 的 收敛 对 一 切 z eR 
一 致 成 立 , 亦 即 
Sup IF.(z)— F(x)) —0, noo. 


提示 :给 定 e> 0, 取 mm > 1/e. 根据 FF 的 连续 性 , 可 以 找到 x1, ,zm li) 使 


得 F(z) = i/ m; 并 且 对 于 充分 大 的 n, 有 | 丽 (zi) 一 下 (zi «6, $— 1,--- ,m- 1. 
这 样 一 来 , 就 对 任何 x e [zk，zk+il( 其 中 zo = -co，zm = oo), 都 有 


Fn(Z) 一 下 (2Z) € F,(zkgi1) 一 下 (ZK) & F(zxky1) - € - F(zxk) - E+ - « 2e. 


[HEP F(x)— F.(z)« 2e. 此 即 表明 , 对 任何 zx € R, 都 有 [F(x) - F«(z)| < 2e. 
6. 证 明 , 关于 定理 1 的 注 1 中 的 断言 . 
7. 证 明 , 关于 定理 1 的 注 2 中 的 条 件 (I*) ~ (IV*) 的 相互 等 价 性 . 
8. 证 明 , P, 5 P 当 且 仅 当 , 序列 (P;) 的 任 一 子 列 (Pn) 中 , 都 包含 着 子 列 (Po), 
使 得 Pn 5 P. . 
提示 : 必要 性 显然 . 为 证 充分 性 , 需要 指出 , 假若 P, 55 P, 则 可 找到 有 界 
PRC f, < > 0 和 子 列 (n^), 使 得 


mv- /rm o e 


此 与 存在 (n") € (n^), 使 得 P, ^ P 的 事实 相 了 矛盾 . 
9. 试 举例 说 明 , 存在 (有 ， 多 (R)) 上 的 概率 测度 PPP,, n 2 1, 对 其 有 P, — P, 但 

是 对 任何 B e (RR), 却 都 有 P,(B) 一 P(B) 不 成 立 . 

10. 试 举例 说 明 , 存在 分 布 图 数 P — F(z), F, — F(x), n 2 1, 对 其 有 ,一 Ff, 但 
是 却 有 Sup |Fu(z)— F(r) 0, n- oo. 

11. 在 关于 概率 论 的 许多 指导 书籍 中 , 有 关 分 布 函数 E, (n > 1) WSXIS EXE 2 中 的 
命题 (4) 二 (3) 往往 与 赫 利 以 及 布雷 (Bray) 的 名 字 联 系 在 一 起 . 这 种 联系 导致 
对 如 下 命题 的 证 明 ， 

(a) 赫 利 -布雷 引 理 : 如 果 E, — (参阅 定义 1), 则 


lim f sjdPsG) = [. star. 


其 中 a 5j bf PRG FP — F(z) 的 连续 点 , 而 9 = g(z) 是 区 间 [a, 5] 上 的 连 
SE PR 





12. 


13. 


14. 


15. 


168. 


17. 
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(b) 赫 利 -布雷 定理 : 如 果 E, — F, 而 g = g(x) 是 到 中 的 连续 函数 , 则 
lim 人 g(zjdPas(z) = 人 g(z)dF(z). 
Wb E, 2 F, 对 某 个 5 > 0, 序列 (fIzi'dF.(z)),., 有 界 . 证 明 , 此 时 有 (其 中 
(fO 9 Oh) 
lim f Izl*dF,(z) = | raro. 0<agb, 
lim | z*dF,(z) z | ^F. 对 一 切 有 二 1,2,… b kb. 


第 一 章 第 4 节 第 5 题 ). 假设 中 位 数 jy 和 us 对 于 所 有 > 1 均 唯 一 确定 . 证 明 ， 
Hn 7? H- 

设 分 布 函数 FP 被 自己 的 矩 序列 mU = [^7 zhdF(z), k 2 1,2, ,唯一 确定 . 
假设 (F)asi 为 分 布 图 数 序列 , 使 得 


1) 一 / z'dF, (a) —, mU = | rrdF (a), k=1,2,... 


证 明 , E, — F. 


Wu 是 距离 空间 (E, 8, p) 中 的 oc- 有 限 测 度 , 其 中 6 是 由 博 雷 尔 集合 构成 的 
o- 代 数 . 证明, 对 一 切 B € &, 都 有 


从 (已 ) = Pup MF) = Ea u(G), 


KB, F5 GS 6 中 的 闭 集 与 开 集 . 


证 明 , 数 轴 及 上 的 分 布 函 数 序列 E, (n > 1) 弱 收 化 到 FF (E, 0 F), 当 且 仅 当 ， 
在 及 存在 一 个 处 处 稠密 的 集合 D, 使 得 对 任何 ze D, 都 有 Fix)  F(z). 


设 g(x) 与 (ga(x))n21, x € 及 ,为 连续 图 数 , 使 得 
Sup Ign (z)| € c < oo, 
且 对 任何 有 界 区 间 B = [as 6], 都 有 
lim sup [gs (x) — g(z)| — O. 
nn zcB 
证 明 , 如 果 成 立 分布 图 数 的 收敛 关系 Fo P, 则 有 
lim | o. (z)dF,r) — [ «ar. 
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18. 


19. 


82. 


. 对 空间 R^", n 2 2, 证 明 相 应 的 定理 1 和 定理 2. 
. 设 P. 是 数 轴 上 的 参数 为 ma 与 cz(a € v) 的 高 斯 测度 . 证 明 , 族 多 = (P, : 


- 
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并 举例 说 明 , 对 于 该 收敛 性 , 仅仅 有 逐 点 收敛 ga (z) 一 g(z), x € R, 通常 是 不 够 
的 . 
设 分 布 函 数 序 列 E, 之 F, n — oo. 

(a) 试 举例 说 明 , 一 般 来 说 ， 





人 ram 7» | zdFle) 
(b) 证 明 ， 如 果 对 某 个 k > 1 有 sup lz*d(x) € c < coco, 则 对 一 切 

1xIxk-1, 都 有 

| z'dF,(z)— | z'dF (a). 

R R 
推广 上 题 , 证 明 , 如 果 f = f(x) 为 连续 函数 , 未 必 有 界 , 但 具有 如 下 性 质 : 

f(x 
Eee E) E 


其 中 g = g(x) 是 正 值 函数 , 使 得 sup f, g(z)dFs (x) € c « oo, 则 有 
[ far. ra 
R R 


E 38 2 n REC] TR SE RCTENUB STE 


o € u) 是 稠密 的 , 当 且 仅 当 , 存在 a 与 o, 使 得 
Ima| « a, 02 « b, Qa € uw. 


提示 : 充分 性 的 证 明 : 对 任何 a € u, 均 可 找到 随机 变量 n, ~ AN (0,1), 使 得 
fa 一 Mea t Ia7a. 将 此 与 题 中 条 件 相 结合 ， 得 知 P{léal 之 n) < P {nal 之 nct), 
由 此 即 得 {P。} 的 稠密 性 . 必要 性 可 用 反 证 法 证 明 . 





. 试 分 别 举 出 定义 在 (R*, Z(R7)) 上 的 稠密 的 和 非 稠 密 的 概率 测度 族 多 = 


(Pa: o cu) 的 例子 . 
提示 : 考察 下 列 概 率 测度 族 : 
(a) {Pa}, 其 中 Po, = I" 而 
» 如 果 (0,0,0,---) € A, 
P(A) — 
0, 如 果 (0,0,0,-..) g A. 


(b) {Pn : n € Nj, 其 中 P, 为 集中 在 点 zn = (n,0,0,.…) 上 的 概率 测度 . 
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4. 设 己 是 距离 空间 (E, £, po) 中 的 概率 测度 . 称 P 是 稠密 的 O, 如 果 对 任何 < > 0， 
都 存在 紧 集 K C EE, 使 得 P(K) > 1 一 e. 证 明 如 下 结果 (“乌拉 姆 定理 ”): 波 利 
希 空间 ( 即 完 备 可 分 的 距离 空间 ) 中 的 任何 概率 测度 P 都 是 稠密 的 . 

5. 设 X = (Xo; o € u) 是 某 个 随机 癌 量 族 (X. € R?, o € u), 对 某 r > 0, 有 
sup El Xall" < oo. 证 明 , 分 布 P, = Law (Xo) 的 族 多 = (P,; o cu) 是 稠密 的 . 

6. 证 明 , 对 于 随机 疝 量 族 (6, t e T}, 其 中 随机 向 量 6; 取 值 于 空间 R^, 稠密 性 条 
件 等 价 于 条 件 


lim sup P{l&l| > aj) = O. 
a-—o00 icT 


(a) 证 明 , 对 于 随机 向 量 族 (64, k > 0), 其 中 随机 向 量 6. 取 值 于 空间 Rn, 
稠密 性 条 件 等 价 于 条 件 


Jim. fim P(lésl| > a) — 0. 
(b) 证 明 , 如 果 {gk,k > 0) 为 非 负 随机 变量 序列 , 则 稠密 性 条 件 等 价 于 条 
件 


lim lim (1 - Ee ?*7) — 0. 
和 10 n—oo 


7. 设 (&4)rzo 为 取 值 于 R^. 的 随机 向 量 序列 , EL ex S 即 随机 向 量 & 的 分 布 及 
弱 收 和 敛 (等 价 于 淡 收 敏 ) 到 随机 向 量 & 的 分 布 FF. 证 明 , 族 (£x, k > 0} 是 稠密 
的 . 

8. 设 (Ex)k»o 为 稠密 的 随机 变量 序列 , 而 对 序列 (m)kso, 有 n f 0, k — oo. 证 
Hj, £k ]k Eg. k — oo. 

9. 设 Xi, XX2,… 为 可 交换 随机 变量 的 无 穷 序 列 (参阅 第 二 章 第 5 节 第 4 题 中 的 定 
X), 并 设 X, 仅 取 0 和 1 两 个 值 . 

证 明 如 下 结果 的 正确 性 : 存在 区 间 [0,1] 上 的 一 个 分 布 G = GC), 使 得 对 
任何 n> 1 及 任何 0< kk < n, 都 有 


1 
P{X! 一 1 ,Ak 二 1,Xxrl = 0,... ,Xn = 0} 一 / A*(1 — Ay*-*qG(). 
0 


(该 结论 是 著名 的 费 内 提 定 理 的 特例 , 该 定理 断言 : 任何 可 交换 随机 变量 的 无 穷 
序列 都 是 夺 干 个 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 的 混合 ; 参阅 [33] 和 [2].) 

提示 : 令 Ak == {Xi == 1,… ,Xk 二 1,Xk41 = 0,.… ,Xn 二 0}, 将 概率 P(A;) 
表示 为 


P(Ax) = V! P(Ak| $5, = j)P{Sm =), (9) 
j—0 


中 原文 为 : nnornoi, 直译 为 稠密 的 ， 但 根据 国际 上 和 我 国 的 通行 叫 法 ， 应 当 译 为 胎 紧 ， 现 为 保持 
原 书面 目 , 译 为 稠密 的 一 一 译 者 注 . 
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JP mad s = » X,. 再 利用 可 交换 性 , 证 明 , 可 将 (*) 式 的 右 端 写 为 如 
下 形式 : 


n—k-—i 


k—1 
E[ImY.-3- [| ma-*X-3- ———, 
i—1 7 一 0 


其 中 Y, = Se，( 对 于 充分 大 的 m, 该 式 近 似 于 E[YEO — Ya)^-*]) 然后 , 令 
m 一 co, 并 证 明 其 极限 可 表示 为 fo 入 (1 - AN"-kdG(A), 其 中 GO) 是 区 间 [0,1] 
上 的 某 个 分 布 . 
10. 设 £6, ,én 是 仅 取 0 和 1 两 个 值 的 可 交换 随机 变量 . 证 明 ， 
(a) P(&; =1|5%) = 名 ,其 中 S, — 6 c E. 
(b) P(& = 1, £j =1|5%) = 92(921U. Fern i uj. 


n(n—1l) * 
11. 为 推广 第 一 章 第 11 节 中 的 定理 2, 证 明 , 如 果 m, ,mn 是 取 值 于 {0,1,2,………} 
的 可 交换 随机 变量 , 而 Sk = TH 十 … 十 Tk;, 1 kg<n, 则 


十 
P(S, <k 对 一 切 1<k<n|5) - (1- 72) . 


83. 极限 定理 证 明 的 特征 函数 法 
1. 证 明 , 定理 1 中 的 结论 在 R" (n > 2) 时 仍然 成 立 . 
提示 : 证 明 与 一 维 情形 类 似 , 但 是 需要 建立 多 维 场合 下 的 引 理 3, 其 形式 为 : 
| 4&9 « (Re etta 
A Qa JB 
其 中 


1 1 
4A= {seR" [zi] 之 一 ,…- ,onl 2 c) 
a a 


B-(tcemR": 0t €a,---,0«t,«a). 


2. (关于 大 数 定 律 )(a) Bt 6,6, …… 为 独立 随机 变量 序列 , 具有 有 限 的 期 望 Elé&| 与 
方差 D& < K, n 2 1. 证 明 , 大 数 定律 成 立 , 即 对 任何 s > 0, 都 有 


"| 
(b) & &,£5,--- 为 具有 有 限 的 期 望 E|£,| 与 方差 D&, < K, n 2 1 的 随机 


变量 序列 , 并 且 其 协 方差 为 cov (6 6j) < 0, i 关 j. 证 明 , 大 数 定律 (*) 成 立 . 
提示 : 在 (a) 与 (b) 的 证 明 中 应 当 运 用 切 比 雪夫 不 等 式 . 


ttt+én E(ti+.…+én) 
TL TL 








amr n 一 oo. (*) 





eod 
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(c) ( 伯 恩 斯 坦 ) WE 6,6, 为 具有 有 限 的 期 望 Ej£,| 5977325 D&, < K, n> 
1 的 随机 变量 序列 , 并 且 当 ji — j| — oo 时 , 其 协 方差 具有 性 质 cov (&;, &;) 一 0. 
证 明 , 此 时 亦 有 大 数 定律 (*) 成 立 . 

提示 : 证 明 , 在 所 述 的 条 件 之 下 , 有 Día — 0, n 一 oo. 

(d) 设 &,£,--- 为 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 , 令 jn = El&iT(&| « n). 
假设 

Jim zP(|&| > z} — 0. 

证 明 , 此 时 有 如 下 形式 的 大 数 定 律 成 立 : 


N P 
Cm 70, 


其 中 , 如 同 往常 , 有 S, = 6 o 6LORRTSSRISR 20 题 ). 
提示 : 对 固定 的 s > 0, 4 &? = &r(&| « s) 5 mO? = BE 十 e]. 
写 


P(l£ + + nm > 
«CD ec) eP(&d + én #1 Fore). 
利用 这 一 估计 式 , 推 得 (9 s — n 和 t= 6n, > 0) 


Pt :] 
TL 


* 了 [Er < n) 
< 3 : zP(|&| > x)dz -- nP(|£&| > n], 
由 此 即 可 得 出 所 需 的 结论 . 








. 作为 定理 1 的 推论 , 证 明 , 函数 族 {pn, n > 1) 是 等 度 连续 的 , 而 在 每 个 有 限 区 


间 上 , 收敛 性 ov 一 ”都 是 一 致 的 . 

提示 : 所 谓 函 数 族 (os, n 2 1) 等 度 连续 , 其 含义 是 , 对 每 个 s > 0, 都 存在 
6 > 0, 使 得 对 每 个 n 21, 只 要 |s - t| < 0, 就 都 有 |pn(s) — oa(t)| < e. 

如 果 到 一 五 , 则 根据 第 2 节 中 的 普罗 霍 洛 夫 定 理 , 对 一 切 e > 0, 都 可 找到 
a > 0, 使 得 f dF «e,nz21. 如 此 一 来 , 就 有 


|z|>a 


[pn(t 4 h) — pat)| < / |e** — 1|dF, + 2e, 


Iz|&a 


由 此 不 难 推出 函数 族 (os, n > 1) 的 等 度 连续 性 . 然后 利用 这 种 性 质 , 即 可 推 
出 , 在 每 个 有 限 区 间 [a,b] E, 都 有 


sup |ga(t) — e(t) 50, n— oo. 
t€ [a,5] 
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4. 设 &, n 2 1, 为 随机 变量 序列 , 相应 的 特征 函数 序列 为 pe, (t), n > 1. 证 明 ， 

én 20, 24 ELBCR, 在 上 = 0 的 某 个 邻 域 中 有 we. ( 5 1, n — oc. 
提示 : 在 充分 性 的 证 明 中 应 当 首先 运用 引 理 3， 由 其 可 以 推出 测度 族 
[Law (én,), n 2 1] 是 稠密 的 . 
5. BE Xi, X2,--- 为 独立 同 分 布 的 ( 取 值 于 R* 的 ) 随机 向 量 序 列 , 具有 零 均值 和 
(有 限 的 ) 协 方 差 阵 T. 证 明 
UA NO n). 
( 试 比较 定理 3.) 
提示 : 根据 第 1 题 , 只 需 对 每 个 te R*, 证 明 
Ee(^ 52) —, ge'(^9 n— oo, 
其 中 局 —n772(, ooo XQ, W € ~ N (0, D). 

6. t 6E 与 mmo 为 两 个 随机 变量 序列 , 对 每 个 n, 随机 变量 c, 都 与 nn 

独立 . 假设 当 n — oo 时 , 6, 5 6, m. S ,其 中 随机 变量 € 5j n 相互 独立 . 

(a) 证 明 , 二 维 随 机 变量 序列 (£s, n.) 依 分 布 收敛 到 (&, 0). 

(b) 设 f = f(z, y) 为 连续 函数 . 证明 , 随机 变量 f(6,, n.) 依 分 布 收敛 到 
f(é, n). 

提示 : 收敛 性 (én, m.) 5. (6, m) 可 以 由 第 1 题 中 的 命题 推出 . 为 证 收敛 性 
f (én, m) 5 f(6, m), 需要 考察 复合 函数 po f: R? 一 及, 其 中 o: 及 一 及 为 有 
界 连 续 函 数 . 

7. 试 举例 说 明 , 定理 2 斯 言 2 中 的 关于 极限 特征 函数 p(t) = lim o, (t) TE £ — 0 At 
的 连续 性 条 件 , 一 般 来 说 , 是 不 能 削弱 的 ，( 换 言 之, 如果 o(t) 不 在 t = 0 处 连 
续 , 则 可 能 出 现 这 样 的 情况 : 尽管 y(t) 一 p(t), 但 是 对 任何 分 布 函 数 P, 却 都 
有 F,- F.) 试 举例 说 明 , 取消 p(t) 在 t=0 处 的 连续 性 条 件 , 可 能 会 破坏 与 特 
征 函 数 族 en(b, n > 1, 相对 应 的 概率 分 布 族 {P, : n > 1) 的 稠密 性 . 

提示 : 可 以 考察 期 望 为 0, 方差 为 m 的 高 斯 分 布 已 . 

8. 作为 引 理 3 中 的 不 等 式 (4) 的 补充 , 证 明 , 如 果 6 为 具有 特征 函数 p(t) 的 随机 
变量 , 则 : 

(a) 对 任何 a > 0, 都 有 


2 
一 上 
P( «a3 «2 | 


T Ie (t)|at. 
(b) 对 正 数 上 和 5, 有 
oa N* 


1 十 
P(J£| 2 b) < Cru) / i 一 Re e(t)]dt. 
0 





10. 


11. 


12. 


13. 
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(c) 如 果 为 非 负 随机 变量 , 而 v(a) = Be-% 为 其 拉 普 拉 斯 变换 (a > 0), 
则 有 
P(£ 2a) «2(1— v(a)). 


. VE 66,6, 为 取 值 于 R^. 的 随机 向 量 . 证 明 , & 4 6, k 一 oo, C4ELDOM, 对 


任何 te R^, 都 有 
(&, t) 5 (6, t). 

(本 结果 建立 在 克拉 默 - 沃 尔 德 (Cramer-Wold) 方法 的 基础 之 上 , 该 方法 将 验证 
IR^ 空间 中 的 随机 问 量 的 依 分 布 收敛 归结 为 验证 相应 的 一 维 随机 变量 的 依 分 布 
WASTE.) 
作为 定理 2 rPES EAR CAE QUEROS HEAR ERI) 的 补充 , 试 证 明 如 下 形式 的 大 数 
定律 : 

X & ,fz,… 为 独立 同 分 布 随 机 变量 序列 , 5% = & -----6,0«p«2. 则 
对 某 个 常数 ce 及 , 有 

n VPg, 2s C, 

M BAM, 当 一 oo BIO, 

(a) 当 p< 1Hf,r"Pfl&| » 7) —0, B. ce 0. 

(b) 234p —1HBf,rP(l&| 5 rj 0, B. 了 ET(G € n)] — c. 

(c) 当 p >1 时, r"P(|&| » r) —^0, H Et —2c- 0. 
Wt 扣 , 名 为 独立 同 分 布 随机 变量 序列 , $, = 6 ----- 6, n2 1. 证 明 , 2H 
n — oo 时 , n- 1/28, 依 概率 收敛 , 当 且 仅 当 , P(£& = 0} = 1 
i F(z) 与 (,(7z))nz1 为 分 布 函数 , 而 p(t) 与 (e«(t))n21 为 对 应 的 特征 函数 . 
证 明 , ZI 

Sup Ien(t) — v(t)| 一 0, 
则 亦 有 
sup IF, (xz) — F(x)| 一 0. 

设 6&1,&2,… 为 独立 同 分 布 随机 变量 序列 , 服从 共同 的 分 布 F = F(z), 而 9, = 


£o e n2 
证 明 大 数 定律 的 如 下 形式 ( 柯 尔 莫 戈 洛 夫 ): 为 了 存在 常数 序列 (a4)5 23, 使 


得 
— — às ^ 0, n 一 oo, (*) 
必须 上 且 只 需 
nP(|&|»n]—0, n-— oo, (**) 


中 原 书 错 为 “ 当 r— 0 时 ”一 一 PESE. 
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或 者 , 等 价 地 有 
z|-F(z)-F(-z)-—0, 7z 一 oo. 
在 这 些 假设 之 下 , 有 an 一 E[&l(l&| 和 n) 一 0, n 一 oo. (满足 条 件 的 数列 
(an)az1 的 存在 性 称 为 序列 (Sn), 的 柯 尔 莫 蕊 洛 夫 意 义 下 的 稳定 性 ) 
14. 证 明 , 如 果 了 Il 各 | < oo, 则 在 上 题 中 有 条 件 (e). 成 立 , 此 时 可 取 a,, = m, 其 中 


m 二 E& ( 试 比较 定理 2, 即 关 于 大 数 定 律 成 立 的 辛 钦 准则 , 以 及 第 10 题 和 第 13 


题 中 的 断言 ). 
15. 设 &,£o,--- 为 独立 同 分 布 随机 变量 序列 , 取 值 x3, -4,.... 的 概率 分 别 为 


Pitedxpe z—3,4,., 


C 
2z2?ln z' 


oo 1 EXE 
uim 过 x? s] 
天 一 3 


证 明 , 尽管 此 处 有 El|&| = oo, 但 是 却 仍然 有 第 13 题 中 的 条 件 (x) 成 立 , 并 且 
可 以 取 a, = 0, 因而 意味 着 2 £g. 

ib: 应 当 指出 , 在 上 述 场合 下 , 由 于 随机 变量 £&6,6,-- 不 存在 有 限 的 数学 
期 望 (BI5| = oo), 因此 也 就 不 可 能 成 立 辛 钦 形 式 的 大 数 定律 (n^ 19, m, 其 
中 m = E&; 见 定理 2). 但 是 这 并 未 妨碍 其 中 的 随机 变量 序列 &1,&2,:…. 具有 
柯 尔 莫 戈 洛 夫 意义 下 的 稳定 性 (参阅 第 13 Hi): 


其 中 正则 化 常数 


Uu 


8 (=0) 


S3 


其 中 m = Ec 是 由 柯 尔 莫 戈 洛 夫 所 定义 的 广义 数学 期 望 ( 见 参考 文献 [60], 第 四 
章 , 第 4 节 ), 其 中 


Ec; = tim E(I(l&l < mt 

后 来 , 这 种 广义 数学 期 望 被 称 为 柯 尔 莫 戈 洛 夫 A- 积 分 ，( 现 在 , 在 分 析 学 中 , 称 
博 雷 尔 函 数 f = f(x), x € R, 是 A- 可 积 的 , 如 果 该 函数 : 

(i) 在 弱 意 义 下 属于 LI ORBI limn Aíz: |f(z)| > n] — 0), 

(i) 存在 极限 dim — f ”f(z)A(dzx), 其 中 和 是 (R, Z(R)) 上 的 勒 由 格 

^ (z:|f(z)|n) 

测度 . | 

通常 将 这 样 定 义 的 积分 表示 为 (A) f f(z)A (dz). 有趣 的 是 , 对 于 这 样 定义 


的 积分 , 许多 通常 的 勒 贝 格 积分 的 性 质 , 一 般 来 说 , 都 是 不 成 立 的 . 例如 , 可 加 性 
就 可 能 遭 到 破坏 .) 





16. 


17. 


18. 


$3. 极限 定理 证 明 的 特征 函数 法 : 167. 
B 6.6 为 (具有 有 限 数 学 期 望 的 ) 独立 随机 变量 序列 , 对 某 6 € (0,0), 有 
ET Domi —0, n- oo. 
证 明 , 该 “(1 + 5) 条 件 ” 可 以 保证 大 数 定 律 成 立 : 
2 —E&) 50, n o. 


(针对 定理 3; 不 同 分 布 随机 变量 场合 ) 在 定理 3 中 , 曾经 (运用 特征 函数 方法 ) 
在 独立 同 分 布 随机 变量 的 场合 下 给 出 了 中 心 极限 定理 的 证 明 , 其 中 的 依据 是 连 
续 性 定理 (定理 1). 运用 这 一 方法 也 可 以 证 明 独 立 不 同 分 布 随机 变量 场合 下 的 
中 心 极限 定理 , 其 基本 思路 如 下 . 

设 41, A,… 为 相互 独立 的 随机 事件 序列 , 有 P(A4%) = 1/n (第 二 章 第 4 
节 第 21 题 中 的 随机 事件 序列 就 是 该 类 事件 列 的 例子 ). 令 6, = DAL, id S. = 
& 4r ES. 证明 


ES, — > (~ 1nn, n oo), 


ken 


1 1 
Ds, = 5 t(1- i) (Inn, n — oo). 


kn 


再 考察 随机 变量 SacPS. (n > 1) 的 特征 函数 pn(t), 可 证 明 有 pn(t) — e^t 7, 
因而 (定理 1) 就 有 中 心 极限 定理 成 立 : En ooo 时, 有 


PI <z 一 so z cR. 


作为 引 理 3 中 的 不 等 式 (4) 的 补充 , 证 明 如 下 不 等 式 : 对 一 切 a > 0, 都 有 
(1 — sin 1) DUE: (zx 3 [1 — Re p(t)]dt < 2 dF(z)- 2' 
提示 : 为 证 不 等 式 的 右 半 部 , 应 将 1 - Re e(t) 表示 为 
1 — Re e(t) = [ a - esta)aF() 


(1 — costz)dF(z) 十 (1 ~ costz)dF(z), 


asy 
分 别 估计 上 述 两 个 积分 , 然后 ( 像 引 理 3 中 那样 ) 利用 富 比 尼 和 定理 . 


| 
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19. 设 (&%)n>1 为 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 , 服从 柯 西 分 布 , 密度 函数 为 


0 
2(02 + a2)! 0 > 0， z cR. 


证 明 , 随机 变量 7. max 6; 的 分 布 函数 Es, 弱 收 剑 到 参数 为 o. = 1 的 弗 雷 软 分 布 


(参阅 第 二 章 第 8 节 第 48 题 ) 即 随机 变量 1/T, 的 分 布 , 其 中 T, 服从 参数 为 
c—60/n 的 指数 分 布 : 


1 
PÍz &s) mtr, z > 0. 


20. (离散 变量 场合 下 的 连续 性 定理 ) Ve £6, £2, -- 为 取 值 上 = 0,1,2,…… 的 随机 变 
量 序列 . ju 


G()-Y,P(t-E)* 与 Gn(s) -Y;P(& - hs 
k=0 


k=0 
分 别 为 随机 变量 € 与 & (n 2 1) 的 母 郴 数 . 
证 明 ， 
linP(& =k} —-P(£—k), k=0,1,2,.., 
当 且 仅 当 
lim Gn(s) = G(s), se |0,1). 
21. 试用 特征 函数 方法 证 明 第 二 章 第 10 节 第 35 题 中 的 命题 . (服从 区 间 [-1,1 上 
的 均匀 分 布 的 随机 变量 U 的 特征 函数 为 sint) 


84. 独立 随机 变量 之 和 的 中 心 极 限定 理 T. 林 德 伯 格 条 件 


1. 设 6,6, 为 独立 同 分 布 随机 变量 序列 , 有 Ee < co. 证 明 
max (| ,lenl) à 0 


Lt 
( 试 比较 第 二 章 第 10 节 第 53 题 .) 
提示 : 利用 
P [和 一 下 -> 


T 


T) — oo. 


]- rete 
及 ne?P(& > ne) ^5 0, n — oo. 


2. 试 直接 证 明 , 在 伯 努 利 场合 下 sup |Fr, (z) — 9(z)] 的 阶 为 c. n — oo 


TL 


O Fr, (xz) 是 随机 变量 T, = 51-75 的 分 布 函数 , 其 中 61,62. 为 独立 同 分 布 的 对 称 伯 努 利 
随机 变量 序列 , 即 有 P(£1 = 41) = 1/2 一 一 译 者 注 . 
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3. 设 X1, Xo, 是 可 交换 随机 变量 的 无 限 序列 (参阅 第 二 章 第 5 555 4 RH), 有 
EX, = 0, EX2—1, n > 1. 假设 


cov (Xi, X3) = cov (X2, X2). (*) 
证 明 , 对 于 这 样 的 随机 变量 序列 , 有 中 心 极限 定理 成 立 : 
1 TL 
Ux 2X 5 N(0, 1). (v«) 
反之 , EP (**) 成 立 , 则 (x) 亦 成 立 . 


4. (a) 关于 格子 点 随机 变量 的 局 部 极限 定理 . 设 6 £s, 为 独立 同 分 布 的 随机 变 


E, àg- EG, o2 — D&. 令 Sn —£ 6, n2 1, 并 假设 & ,62,- 为 格 
子 点 的 随机 变量 , 其 可 能 的 取 值 为 a + kh, 其 中 = 0, 土 1, 十 2,…, 且 (最 大 ) 步 
长 为 h > 0. 

证 明 , 当 n 一 oo 时 , 有 

Su V p(s, 一 an 4- kh) 一 3 op 

( 试 比 较 第 二 章 第 6 节 中 的 局 部 极限 定理 .) 

提示 : 可 以 运用 下 面 的 以 自身 的 特征 函数 的 性 质 为 基础 的 变换 来 证 明 题 中 
结论 . 根据 第 二 章 第 12 节 第 9 题 , 有 


(PKE 十 am | 


0. 
2c?n m 





P(S, = an -- kh) = P(h (S, — an) = k} = zl 三 e he RE le GJ du, 


其 中 p(w) 是 随机 变量 的 特征 函数 . 男 一 方面 , 显然 有 


一 22 [2 T 1 三 iuz -w/24 
€ Vn mE € 1. 
因此 
1 
Y^? ptg. — an -- kh) — ——e* /? 
h 2T 


7t 
< |/ le (Zx)] —e t2 as | e * gt, 
It£« Ty ne ovVn it|> Ty 


上 述 表 达 式 的 右 端 与 上 无关, 故 只 需 证 明 当 ”一 oo 时 , 右 端 趋 于 0 即 可 . 

(b) 关于 有 密度 的 随机 变量 的 局 部 极限 定理 . 设 6,6, 为 独立 同 分 布 的 
随机 变量 , 有 1 = E&, o? = D&. 假设 & 的 特征 函数 po = o(t) 可 积 , 从 而 它 具 
有 密度 函数 


AT 











f) = 二 人 e" "o(t)dt. 














: 170 - 


5. 


6. 设 Cg Cayo 


= 一 了 


. «tc 
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(参阅 第 二 章 第 12 节 定 理 3.) 
以 所 = f(T) 表示 5% = 十 :… EE. (n 2 1) 的 密度 函数 . 证 明 , 34 n — oo 


时 , 有 
Sup vn fs (x) 一 Aes| BI ! 
提示 : 按照 格子 点 情形 下 的 类 似 步骤 进行 证 明 . 
设 Xi,X2,.… 为 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 , 有 EX, = 0, EX? = 1. 设 
di,do,--- 为 非 负 常 数 有 d = o0(D4), 其 中 D2 = y; d2. WEBj, “加权 ” 随 
机 变量 序列 d, X, do X2, -- 满足 中 心 极限 定理 : 








— Q0. 





lx d 
D, 》 dk Xx —* N (0, 1). 
k—1 


为 独立 同 分 布 的 随机 变量 , EQ = 0, E?—1, ^ 5,—& 
cbÉ, n 2 1. WE ()nsi 为 仅 在 集合 {1,2,…} 中 取 值 的 随机 变量 序列 , 有 
v, [n D c, 其 中 c > 0 为 常数 . 证 明 ， 


Law (7T7'/29,)—® 
( 亦 即 7, "^s, S e, 其 中 上 ~N(0 1)). (应 当 指 出 , 此 处 并 未 假定 序列 (mr)n>: 


与 序列 (Enjn>1 的 相互 独立 性 .) 
为 独立 同 分 布 的 随机 变量 , 有 E£; = 0, E£? = 1. 证 明 


Law (n !/? max Sm) Law (|t), 其 中 & — (0, 1). 


换言之 , 对 任何 z > 0, 都 有 


P [ni^ max Sn <zj- -2 e YY /2dy (- o) 
1£mtn V2 


提示 : 首先 证 明 所 述 结论 对 相互 独立 的 对 称 伯 努 利 随机 变量 序列 61, £2, -- 
成 立 , 其 中 P6, = 土 1} = 1/2. 然后 利用 所 证 的 结果 (也 可 直接 证 明 , 但 难度 较 
X), 证 明 , 极限 分 布 的 形式 对 于 任何 具有 所 述 的 矩 性 质 的 独立 同 分 布 随 机 变量 
序列 &,£2,--- 都 彼此 相同 . (这 种 极限 分 布 与 具有 E£, = 0, E£2 = 1 的 独立 同 
分 布 的 随机 变量 序列 &1,é2,……. 的 具体 分 布 无 关 的 性 质 称 为 “不 变 原理 ”, 可 参 
阅 , 例如 , [9] 和 [17].) 


. 在 上 题 中 的 条 件 之 下 , 证 明 


P [n^ max |Sm| < |) 2 H(x), m0, 
1gzmtsn 





10. 


11. 


12. 


13. 


14. 
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其 中 
4 «^ (-1) . (2k  1)*n 
HD) = Dm 8z? P 
. 设 Xi, Xo, 为 相互 独立 的 随机 变量 序列 , 有 


5; P(X.-0)-1- 


证 明 , 林 德 伯 格 条 件 成 立 , 当 且 仅 当 , 0 « 6 < 1. 


1 1 
[4 4 
PiX, eun Ix 2n ; zB 其 中 2a > B -— 1. 


ix X1, X2, m 为 独立 随机 变量 序列 ， 有 Pen < Cn (P-a.s.), H C = o(D), 其 中 
= Y^ E(X, - EX,)? — oo. 
天 一 
c ^ 3 N(,1, 其 中 5% = Xi 十 … 十 Xn. 
设 六 ,XX,… 为 独立 随机 变量 序列 , EX, = 0, EX2 = o2. 假设 对 其 有 中 心 
极限 定理 成 立 , 并 且 


对 某 k 2 1. 





k 
2k) 
s (P72 0 
证 明 此 时 必 有 k 阶 林 德 伯 格 条 件 成 立 , 亦 即 
*dF,(z) = o(DE > 0. 
Y. (z) (DE) «€ 


(通常 的 林 德 伯 格 条 件 相 当 于 此 处 = 2 的 情形 ; 参阅 (1) 式 .) 


设 和 =X(OA 与 Y=Y(4) 是 相互 独立 的 参数 分 别 为 >0 和 > 0 的 泊 松 随 
机 变量 , 证 明 ， 


(X(A) - à) - (Y(u) 一 i) EN 5 N(0, 1), 
X(A) - Y (u) 


设 对 每 个 n > 1, 随机 向 量 (XU, x 00.) 都 是 均匀 分 布 在 单位 球 上 的 n1 
维 的 随机 向 量 . 证明, 如 下 的 〈 庞 加 菜 ) 命题 成 立 : 对 一 切 ze R, 都 有 


dim | PÍV/n n XC «2| --l. e Py. 


设 6,69,-- 为 相互 独立 的 N(0, 1) 分 布 随机 变量 , 而 59 = 0, 5% = 6o 
£n > 1 试 求 (n — oo 时 ) 如 下 随机 变量 的 概率 分 布 


当 入 一 oo, 4 一 oo. 


1 TL 
- Ski — 1, n>1. 
i k—1 
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15. i £&,£5,-.- 为 独立 同 分 布 的 对 称 伯 努 利 随机 变量 序列 (P[£y = 1) = P(&à = 
-1) 21/2), id $0 =0, Sy — & c-r. 4 Kkzl. 
构造 连续 的 过 程 xO" = (x yu ue, 其 中 


S 2nt 


xn 一 
! v 2n 





而 对 于 v > 0, 将 8 定义 为 两 个 相 邻 的 整数 时 刻 之 间 的 线性 插值 . 

试 给 出 证 明 下 列 ee fr REV) E RT. 

(a) P?^ = Law(X2 0 < t < 1)( 在 有 限 维 分 布 弱 收 敛 的 意义 下 , TEN 
了 予 了 一 致 距离 的 踪 离 空间 C ee eh 收敛 到 布衣 运动 B = 
(Bi)ostsl 的 分 布 P = Law (Bi, 0 < t < 1). (C 中 的 弱 收 全 是 唐 斯 克 尔 -普罗 霍 
洛 夫 (Donsker-Prokhorov) 不 变 原理 的 特殊 情况 , 所 以 应 当 参 阅 第 七 章 第 8 节 第 
1 小 节 .) 

(b) 条 件 分 布 Q?^ = Law (XQ" 0t «1| XP"?)(fg (a) 中 所 说 的 意义 下 ) 
收敛 到 布朗 桥 B? = (B?)osi«i 的 分 布 8 = Law (Be, 0<t<1). 

提示 : 利用 第 13 节 中 推出 柯 尔 葛 艾 治 夫 极 限 分 布 时 的 分 析 方 法 . 更 详细 的 
推导 可 见 参考 文献 [9] 和 [17]. 


16. 由 上 题 的 结果 ( 试 比较 第 7 题 与 第 8 题 中 的 结果 ) 推出 下 列 关 系 式 : 对 于 x > 0， 
(aj) P (gs es, S < 8j —P ls max B, < 7) (= P{|Bi| < x)), 





1 
(a2) P mex, i58 < | —P ls max |Bi| < J 
和 
1 
5) P ( — max, Seen $70) PI mex Be 2]. 
1 
(65) P ( 5 max, Isid & 2 $5, -0) ^P [mex ol « ol. 





17. 作为 第 15 题 和 第 16 题 的 继续 , EST T AER 
az ler, S7 uin i| o] P Lem ho ain hen] 


So - 0) 


-=P {me Be - min B; «ap. 


0xt«1 Oct«1 


和 





1 
UE m f | mex, gn Sk| <z 
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18. i N c [0, oo), A € (0, oo). 证 明 


1, 如 果 N A, 
À k 
lim Qn 3 rà —41/2, 如果 N= 








大生 和 人 
0， 如 果 N < 入 
再 证 明 
1/mn 入 
w^ 0n) e^, AUR N € X, 
im e: 
n—32o00 UN k! e Nn XN 如 果 N > 入 


提示 : 设 (后 )n>1 为 相互 独立 的 以 入 > 0 为 均值 的 泊 松 随机 变量 ， 即 有 
P{én = k} —e ^A*/k,, k 2 0. 验证 


-— k 
pint + én <N}=e™ y^ Qn 
" k<nN kl 


AX 





然后 利用 中 心 极限 定理 的 结论 . 


19. 证 明 ， 
7 二 1 
-| "e 1 
— Te "dy -— "n, — co. 


n! Jg 
并 证 明 其 更 为 一 般 的 形式 : 
1 yVnt+l+(n+1) 
lim T(n-4 1) / Ze 一 dz 一 $(y), y 之 0. 
再 证 明 


ni+l (n41P* (no-1)" 1 
T 2 577777W 25 ^ 


提示 : 利用 第 二 章 第 6 节 第 80 题 和 前 一 题 中 的 结果 ( 令 N = X). 
20. 设 6,€5,--- 为 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 , 数学 期 望 j= EG 确定 , 且 有 o? = 
Dé < oo. 令 Sy = 0, S, — 和 十 … 十 名 证明 , 对 于 最 大 部 分 和 序列 M = 


(Mn)nz0; 其 中 Mi, 2 max (8o, 51,--- , Sn}, 有 中 心 极限 定理 成 立 : 如 果 0 < 有 < 
co, 则 


l- 








lim P E 一 é(r), c R. 


21. W £56 - 为 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 ， 有 Eti — 0, Ec? — 02 < oo. 令 
量 族 , 上 且 当 + 上 一 oo 时 有 Nt A, 其 中 0< 入 < oc. 
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试 证 明 如 下 的 ( 安 斯 康 博 ($. AgckoM6) BJ) 关于 中 心 极限 定理 成 立 的 结 
论 : 当 t 一 oo0 时 , 有 


Sw, BH SN, 
PA en] o] PIS 
其 中 , (2) 是 标准 正 态 分 布 的 分 布 函 数 . 
提示 : 令 no = [, 且 为 简单 起 见 , 设 o = 1. 将 Sw,/VN 表示 为 


Sw，_ (s. SN, — m) /z 
V/N, Vno ^ Vno N, 
由 于 P(S,,//ngs < z) —^ (x), H4 t 2 oo 时, 有 no/N, 5 1, 所 以 只 需 证 明 


(Su, — S4,)/ ng 2» 0. 为 此 , 将 概率 P(ISw, — Su | > eng) 表示 为 如 下 的 两 项 
之 和 : 








7) 290), 











P1[|Sx, Sno| > € nio, Nz: € [ma ， n2]) + Pf|Sw, ug Sno| > EVno, Nt g [ni n2]|j, 
其 中 m = [ng(1 — €?)] -- 1, n2 = [no(1 2- e?)]. 再 利用 柯 尔 莫 区 洛 夫 不 等 式 即 可 
断言 其 趋 于 0. 
E EE B) 设 6,6, 为 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 , 有 
E£; —0, Et£2 —0? < oo. S, —£i £4, n 2 1. 根据 第 3 节 定 理 3 或 定 
BB 1 中 的 b)( 人 参阅 第 2 小 市 ), 有 
V d 
o /n nut 
其 中 , N 为 标准 正 态 分 布 的 随机 变量 (Law (N) = A'(0, 1)). 
证 明 , 如 果 对 某 个 > 兰 2, 有 了 | 和 ”< oo, 则 对 任何 0 < p < 7, 都 有 


p 
E 9n 
cn 














— EI[NI?. 





提示 : 验证 随机 变量 族 {| 入 :| , n 1) 是 一 致 可 积 的 , 再 利用 第 二 章 第 
10 节 第 54 题 中 的 断言 b). 
设 (én)n>1 为 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 , 有 & 和 ~ AN (0, 1). i 上 是 与 (£)n21 
独立 的 随机 变量 , 亦 有 6 ~ N(0, 0). 

证 明 , 极限 





Cts Cn 


lim E Um 


TL—: OX 





- : 
存在 , 且 等 于 2/ m. 
提示 : 首先 验证 , 随机 变量 族 {S./wvP — £, 


n 21) 一 致 可 积 , 其 中 s, = 
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24. X P 与 Q 是 (9, 多 ) 上 的 两 个 概率 测度 , 且 Q 关于 P 绝对 连续 (Q « P). 
假设 关于 测度 P. 序列 Xi, Xa,… 是 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 ， 有 mm = 
EpXi, c^ — Ep(X,; — m)*, 其 中 Ep 是 按照 测度 P 计算 的 均值 . 

此 时 , 根据 第 3 节 定 理 3, 有 中 心 极限 定理 成 立 , 即 当 n 一 oo 时, 有 


pe-m «e — $(r) ZE 了， 


其 中 下 (Z) = NA: jJ € -V gy. 


我 们 回 过 来 看 测度 Q. 关于 测度 Q, 即使 在 Q « P 的 假定 下 , 一 般 来 说 ， 
X1,Xa2…… 未 必 还 是 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 . 但 是 , 根据 雷 尼 的 一 个 结果 ， 
中 心 极限 定理 仍然 成 立 即 当 n — oo 时 , 仍然 会 有 


az Yr -m)« | S é(r, zcR 
试 证 之 . 
提示 : 应 当 证 明 , 如 果 f= f(x) 是 有 界 连续 函数 , 则 
Eqf(5,) — Epf(N (0, 1)), 


其 中 , E X - — m), 而 N (0, 1) — N (0, 1) 的 随机 变 
量 . 为 此 , 引入 拉 东 _ 尼 科 迪 姆 导数 D 二 4Q 和 随机 变量 Dy = Ep(D | 4), 其 中 
ZF = o (Xi,.… ,Xk), 再 把 Egf(S,) 表示 为 如 下 形式 ， 

Eof(Sn) = EP((D — Dx) f($,)] + Ep[Df ($,)]. 


然后 , 证 明 lim sup [Ep (D — Dx) f (S,.)]| = 0; 并 证 明 当 nn — oo 时 , 对 任何 大 > 1, 
都 有 
Ep[D, f($,)] — Epf(N (0, 1)). 
25. 设 4 上，…… 为 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 , 有 
P{e >z}=P{tfi <—7z}, zcR 和 P(lfi|»5z)z7?, zz1. 


证 明 , 当 — oo 时 , 有 





S. 
P ^ -«rbP—dGO(r, reR, 
eie :j wh. 9 
其 中 S,—6 -r.-cr£&6,n21. 
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注 : 这 个 例子 表明 , 即使 在 Ec? = oo 的 情况 下 , 独立 同 分 布 的 随机 变量 序 
列 的 部 分 和 Sn 在 适当 正则 化 之 后 仍 有 可 能 渐 近 于 正 态 分 布 . 
提示 : Gk E(Ex| & vnInInn), 并 证 明 
() 34 n — oo B, 37 Pfee 关 的 一 0 
(ii) 34 n 2 oo 时 ,有 EG, ^. In n. 
(ur) 根据 林 德 伯 格 定理 (定理 1), 得 知 了 5 6 $0, 1). 
k—1 


(iv) 当 nm 一 co 时 ,有 P{ 4 Y 6a] = 地 站， 


85. 独立 随机 变量 之 和 的 中 心 极限 定理 II. 非 经 典 条 件 


1. 试 证 明 (5) 式 . 


| z^dF,k(z)« oo 和 ] 2490) < oo 
R IR 
证 明 , (5) 式 左右 两 端的 积分 都 有 限 . 再 利用 


oo ^7? 
/ (e 一 42 十 d( Fi m Pk) 


= lim c (Fnx (2) — eai (x) | 
= lim 2) uk nk(t)) 


—it [. (e's — 1— itz)| Fk (x) — 94k (x)]dz. 


2. 试 证 明 关 系 式 (10) 和 (12). 
3. 设 N= (Ni)izo 是 第 二 章 第 9 节 第 4 小 节 所 引入 的 更 新 过 程 ( 即 


N, — V Tm In 901-9085, 


所 一 


其 中 oj,o2,:.. 是 独立 同 分 布 的 正 值 随 机 变量 序列 ). 令 j= Eol < co, 0 < 
Do; < oo. 证 明 如 下 的 中 心 极限 定理 : 


Ni = tu 


V tu 3 Do; 
其 中 , N (0,1) 是 标准 正 态 随机 变量 (均值 为 0, 方差 为 1). 


5, N (0, 1), 
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无 限 可 分 分 布 和 稳定 分 布 


. 证 明 , 如 果 & 5 6, 并且 6, D m, WI 6 S wy. 
. 证 明 , 如 果 o. 与 ws 都 是 无 穷 可 分 的 特征 函数 , 则 ios . ps 也 是 无 穷 可 分 的 特征 


PROC. 


. 设 pn = pn(t) 为 无 穷 可 分 的 特征 函数 , 对 每 个 te R, 都 有 p(t) 一 e(0, 其 中 


e(t) 是 某 个 特征 函数 . 证 明 , p(t) 是 无 穷 可 分 的 . 

提示 : 利用 如 下 事实 : 如 果 y(t) 是 无 穷 可 分 的 , 则 存在 独立 同 分 布 的 随机 
变量 61,68, 使 得 S, = & 十 … 十 6 的 特征 函数 就 是 pn(t), 并 且 S, S T, 
其 中 了 是 无 穷 可 分 的 . 


. 证 明 , 无 穷 可 分 分 布 的 特征 函数 不 会 等 于 0. (参阅 第 12 题 .) 


提示 : 固然 , 题 中 结论 可 以 由 柯 尔 莫 艾 洛 夫 - 莱 维 - 辛 钦 公 式 直 接 推出 , 但 是 
我 们 建议 读者 不 要 利用 该 公式 , 而 按照 如 下 思路 证 明之 : 如 果 wp 是 无 穷 可 分 的 
特征 函数 , 则 对 于 每 个 n > 1, 存在 特征 函数 ou (0), 使 得 p(t) = (pn(t))", 由 此 
即 可 断言 v(t) = lim wn(t) 恒 等 于 1, 其 中 加 的 = les OI". 


. 证明, 僵 玛 分 布 是 无 穷 可 分 分 布 , 但 不 是 稳定 律 


提示 : 可 以 模仿 下 面 的 证 明 : 服从 泊 松 分 布 的 &, 即 P{E = k) = e1/kt, 是 
无 穷 可 分 的 (参阅 第 二 章 第 8 节 第 3 题 ). 但 是 它 却 不 是 稳定 的 . 事实 上 , 如 果 
& -- £y 2 at+b, 其 中 a >0,be ,而 & 与 6&2 是 & 的 相互 独立 的 复制 .那么 只 
能 由 此 得 到 a = 1, b = 0, 从 而 就 应 当 有 & 4-62 S €, 而 这 是 不 可 能 的 . 


. 证 明 , 对 于 a 稳定 的 随机 变量 €, 只 要 > < o, 就 都 有 E|£|" < oc. 


提示 : 由 关于 稳定 分 布 的 随机 变量 上 的 特征 函数 p(t) 的 莱 维 - 辛 钦 表 达 式 
可 以 推出 , 存在 5 > 0, 使 得 只 要 te (0, 6) 与 o «2, SUB Reo(t) 21— c|t|^, 
中 c > 0. 因此 ,根据 第 3 节 引 理 3, 对 a > 0, 有 


1 cK 
P 之 一 < 
DEHEP 





此 即 表 明 P[l£|" 2 n) < S&n- "/^, WR r < a, 那么 就 有 





E|£" <1+2_P{lé 2 n) < oo. 


全 一】 


. 证 明 , 如 果 & 是 参数 为 0 < a < 1 的 稳定 分 布 的 随机 变量 , 则 其 特征 函数 v(t) 


XE t — 0 处 不 可 微 . 


. 试 直接 证 明 , 如 果 d > 0, 0 < o < 2, 则 函数 e-dltl* 是 特征 函数 ; 而 当 d > 0, a > 


2 时 , 该 函数 不 是 特征 函数 . 
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9. 设 (bn)n>1 为 数列 , 对 某 5 > 0 和 一 切 |t| < 6, 都 有 tim e"! 存在 . 证 明 limlbn| < 
提示 : 最 好 按照 如 下 思路 进行 反 证 : 假设 timjbn| = +oo. 于 是 存在 子 列 , 使 
得 lim [bs,, | — oo. 为 方便 起 见 , 不 妨 设 lim | = oo. 记 h(t) = lim e'f^», 其 中 

t € (—6, 6). 于 是 对 任何 [a, 8] C (—0, 6), 都 有 


ó ó 
| Tto, gj (t)h(t)dt = lim / Tro, gj (t)ettbs dt — 0. 
e n Jg 


由 此 并 利用 恰当 集合 原理 (第 二 章 第 2 38), 即 可 推出 , 对 任何 A e 多 ([-6, 51), 都 
有 [^,IA()h(t)dt = 0. 从 而 , 对 任何 te [-6, 6], 都 有 h(t) = 0. 另 一 方面 , 由 于 
leitb"| — 1, 从 而 对 一 切 te 三 5 61, 都 有 |h(t)| = 1, 导致 矛盾 , 所 以 lim[b,| < oo. 
10. 证 明 , 二 项 分 布 、 均 匀 分 布 和 三 角形 分 布 都 不 是 无 穷 可 分 分 布 . (将 密度 函数 为 
f(z) = (1- |zDIoa, 1 (2) 的 分 布 称 为 区 间 (—1, 1) 上 的 三 角形 分 布 .) 
再 证 明 进一步 的 命题 : 任何 有 限 支 撑 的 非 退 化 分 布 都 不 是 无 穷 可 分 分 布 . 
11. 设 分 布 函数 严 与 其 特征 函数 p 分 别 可 以 表示 为 F = FO) «..2« FO (n 次 )， 
p = [pt 其 中 下) 是 某 个 分 布 函数 , 而 pt 是 它 的 特征 函数 , n > 1. 证 明 ， 
可 以 找到 一 个 (“足够 丰富 的 ” ) 概率 空间 (0, 多 , P), 在 它 上 面 能 够 定义 随机 变 
量 工 与 (WP)kgn, n 之 1 (其 中 工 服 从 分 布 下, 而 地,… ,m2 独立 同 分 布 , 均 服 
从 分 布 FC), 818. T É qn 05, n 2 1. ( 亦 可 参阅 《概率 》 第 一 卷 p373 中 
的 注 .) 
12. 试 举 出 一 个 随机 变量 的 例子 , 它 不 服从 无 穷 可 分 分 布 , 而 它 的 特征 函数 也 不 会 
等 于 0 ( 亦 可 参阅 第 4 题 ). 
13. 试 证 明 
(a) 特征 函数 p = y(t) 是 无 穷 可 分 的 特征 函数 , 当日 仅 当 , 对 任何 n>1,n 
次 方 根 p17(t) = ex ?0 都 是 特征 函数 (其 中 In 是 对 数 的 主 值 ). 
(b) 有 限 个 无 穷 可 分 的 特征 函数 的 乘积 是 无 穷 可 分 的 特征 函数 
14. 利用 上 题 结 论 和 函数 


p(t) = exp(it8 -- A(e "^ —1), A20, ucR, BeR 
是 ( 泪 松 型 的 ) 无 穷 可 分 特征 函数 的 事实 , 证 明 , 如 下 的 ( 费 内 提 ) 函数 


k 
c(t) = exp [a 十 »» Xs(e oui s »| 


j=1 


p(t) = exp |a 十 | [pues L2 


—OQO 





15. 


16. 


17. 


18. 


19. 
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都 是 无 穷 可 分 的 特征 函数 , 其 中 G = G(u) 是 有 界 上 升 国 数 . 


p = p(t) 是 某 个 具有 有 限 二 阶 矩 的 分 布 的 特征 函数 . 证 明 , 此 类 函数 是 无 穷 可 
分 分 布 的 特征 函数 , 当 且 仅 当 , e(t) 具有 柯 尔 莫 戈 洛 夫 表 达 式 


e(t) = exp v (t), 


o 


y (t) = itb 4- / [eie = itu) dG(u), 

其 中 beR, G— G(w) 是 非 降 左 连续 函数 , 有 G(—0oo) = 0, G(oo) < oo. ( 试 比 
较 上 题 中 的 ( 费 内 提 ) PRÉC) 
证 明 , 如 果 y(t) 是 无 穷 可 分 分 布 的 特征 基数 , 则 对 任何 和 > 0, 函数 p*(t) 都 是 
特征 函数 . 
( 续 柯 尔 莫 戈 洛 夫 - 莱 维 - 辛 钦 公 式 ) 设 h = hz) 是 对 ze 及 有 定义 的 截断 函数 
(在 z=0 的 邻 域 中 满足 条 件 h(z) = zx, 具有 紧 支 撑 的 有 界 连 续 顶 数 ). 证 明 ， 

(a) 柯 尔 莫 戈 洛 夫 - 莱 维 - 注 钦 公式 (2) 可 以 表示 成 如 下 形式 : 


e(t) = exp va (t), 


2. T 
Vi (t) = itb — : 十 / (eft* — 1 — ith(z)) F(dz), 
HrBb-b(h)eR,cz20, F(dz) 是 (R, Z(R)) 上 的 测度 , 有 F((0)) = 0 和 
f (z^ ^ 1)dF(z) < oo. 
(b) 对 于 不 同 的 截断 函数 h 和 h^, 系数 b(h) 与 b(7) 满足 关系 式 


b(h) = b(h) + / (h(z) — h(z))F(dz). 


(c) 如 果 (t) 所 对 应 的 分 布 具有 有 限 的 二 阶 矩 , 则 (75. x? F(dz) < oo. 
证 明 , 密度 函数 为 





es 1 —1/(2z) T 
f) V - 
的 分 布 是 参数 为 a = 3, 8 = 0, 9 = -1 的 稳定 分 布 (参阅 (10) 式 ). 
称 随机 变量 &;, 服从 参数 为 和 {zm}) > 0 的 广义 泊 松 分 布 , 如 果 


e Mizn D M (x, )) 
k! j 


Pi{ém = kzm} = k=0,1,2,.…,， 
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设 6,… ,是 相互 独立 的 所 述 类 型 的 随机 变量 . 以 入 = A(da) 表示 R\ {0} 
中 的 以 nn 点 集合 (za, mm = 1,---,n) 为 支撑 的 测度 , 它 在 点 zm 处 的 测度 值 为 
A({zm)). 令 TT, — & 6s. 随机 变量 T, 的 分 布 称 为 复合 泊 松 分 布 . 

复合 泊 松 分 布 随机 变量 T, 的 特征 琐 数 vr, (t) 具有 如 下 的 表达 式 : 


einen | (ex — mal 
R\{0} 


(由 此 表达 式 看 出 , 复合 泊 松 分 布 是 无 穷 可 分 的 , 而 它 与 柯 尔 莫 戈 洛 夫 - 莱 维 - 辛 
钦 公 式 (2) 的 结合 展示 出 了 该 种 分 布 在 整个 无 穷 可 分 分 布 类 中 所 起 的 “结构 ” 
上 的 关键 作用 . 这 种 作用 就 是 : 每 一 个 无 穷 可 分 分 布 都 是 某 个 复合 泊 松 分 布 序 
列 的 ( 弱 ) 极限 .) 

在 概率 空间 (Q, 多 , P) 上 考察 这 样 的 事件 组 序列 : A (Au 1 <k<n),n> 
1, 其 中 , 对 每 个 n, 事件 4%i,:… , Ann 都 相互 独立 . 假设 


lim max P(A,.) —0 


n-300lxXk 


lim. 3; P(A4)-A, 其 中 入 > 0 

k—1 

试 证 明 如 下 的 命题 (稀有 事件 定律 ): 随机 变量 序列 c0 = p I(Ank) 依 分 
布 收敛 到 某 个 服从 参数 为 A > 0 的 泊 松 分 布 的 随机 变量 &。 
iX 与 了 为 相互 独立 的 随机 变量 , 均 服 从 参数 为 入 > 0 的 泊 松 分 布 . 试 求 随机 
变量 X -了 Y( 有 时 也 称 其 为 双向 泊 松 分 布 随机 变量 ) 的 特征 函数 p(t). 证 明 , 随 
机 变量 X — Y 的 分 布 为 复合 泊 松 分 布 (参阅 第 19 题 , 亦 可 参阅 第 二 章 第 8 节 
第 3 题 ). | 
设 £0 —(6u, 1 k«n) n 2 1 是 随机 变量 组 序列 , 其 中 , 对 每 个 n, 随机 变 
E64, £u. 都 相互 独立 . 设 pn = oat) 是 随机 变量 上 kx 的 特征 函数 . 证 
明 , 如 下 二 条 件 相互 等 价 : 

(a) lim. max Pi{lénk| > e} — 0 (随机 变量 组 序列 (£09, n > 1) 的 渐 近 无 
穷 小 条 件 或 称 极限 元 穷 小 条 件 ). 

(b) 对 每 个 te R, 都 有 ]im max |l — pnx(t)| — 0. 


一 Do 1s£kx 
我 们 说 ， 随机 变量 € 服从 (参数 为 p > 0, b>0 的 连续 的 ) qn €& 1 (Pareto) 7 
如 果 它 具有 如 下 形式 的 密度 函数 f » 





fox) = D (s 2 D) 





24. 


87. 
. 证 明 , 在 空间 E — R rh, 概率 分 布 P 5 P ZIBIBIEAE GIES ETRSEBES L(P, P) 


hh 


$7. SSIMTSERBS «RIS EETE" . 181- 


证 明 , 该 分 布 是 无 穷 可 分 的 , 而 随机 变量 log & 服从 参数 为 o 的 指数 分 布 . 
注 : 离散 型 的 帕 雷 托 (Pareto) 分 布 见 第 二 章 第 8 "55 85 i. 


我 们 说 , 在 (0, co) 中 取 值 的 随机 变量 上 服从 参数 为 (n, p) 的 逻辑 斯 请 分 布 
(logistic distribution), 其 中 jy.€ R, p > 0, 如 果 


P(t«a) - 


证 明 , 该 分 布 是 无 穷 可 分 的 . 


1 
14 e-(2-0)/p? ue 


弱 收 敛 的 “可 度量 性 ” 


不 小 于 与 P 和 五 相对 应 的 分 布 函数 下 与 之 间 的 莱 维 距离 L( 由 (参阅 第 
1 节 第 4 题 ). 并 举 出 成 立 严 格 不 等 号 的 例子 . 
提示 : 为 证 明 L(F, F) < L(P, P), 只 需 证 明 


L(F, F) 2 inffe > 0: PD) 和 P(Ds)+e 和 PLD)<P(Ds)+s 
对 一 切 形 如 (oo, z] 的 集合 D, x € R), 
而 
L(P, P) — inf(e > 0: P(D) < P(D*) - e fl P « P(D*) ee 


对 一 切 闭 集 D C R). 


为 举 出 成 立 严 格 不 等 号 的 例子 , 可 以 考察 测度 P= 69 I P — 1(6 1, ài), 其 中 
ó, 是 集中 在 点 a 处 的 单 点 概率 测度 , 即 
如 果 a € A, 


à. (A) = : 


(在 本 例 中 , 有 L( F) = 1, L(P, P) = 1, 试 证 之 .) 


. 证 明 , (19) 式 定 义 了 空间 BL 中 的 一 个 距离 . 


Box 为 证 性 质 |P_ Fl* =0 2 尸 一 三 (对 距离 的 其 他 性 质 的 验证 都 很 
简单 ), 请 考虑 对 于 闭 集 4 和 e > 0 通过 (14) 式 所 定义 的 基数 F(z). 25 610 
时 , 有 

/ f&(z)P(dz) ^ P(A) 和 | f&(2)P(dz) ^ P(A), 
所 以 对 任何 闭 集 A, 都 有 PCA) 


(并 利用 “恰当 集合 原理 ” 
. SE). 


— P(A). 再 令 NW = (A € Z(E) : P(A) = P(A)), 
和 “x- 和 系 ” 的 性 质 , 参阅 第 二 章 第 2 节 ,) 即 可 淅 言 
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3. 证 明 不 等 式 (20), (21) 和 (22). 


4. W F — F(x) 与 G = G(x), x € R 是 两 个 分 布 困 数 , 已 与 Qc 分 别 是 它们 与 直 
线 z+y=e 的 交点 . 证 明 , F 与 G 的 莱 维 臣 离 (参阅 第 1 节 第 4 题 ) 等 于 


FQe 
L(F, Cs x 


其 中 P.Q。 是 连接 点 P. 与 Qc 的 线段 的 长 度 . 


5. 证 明 , Wi P 3EHE EB ES B 4 D 43b PROC AE 31 URCRIAE (Polish) 空间 (完备 
可 分 的 距离 空间 ). 


6. 设 K(F, G) 是 分 布 晴 数 FF 与 G 之 间 的 柯 尔 英 咏 洛 夫 距 离 : 
K(F, G) = sup|F(z) ~ G(2)), 
而 L(F, G) 是 它们 之 间 的 莱 维 距离 . 证 明 
L(F, G) < K(F, G), 
Tx; G 绝对 连续 , 则 还 有 


K(F, G) « (1 sup|G'(z))L(F, G). 


2 


设 X 与 X 是 定义 在 同一 个 概率 空间 上 的 两 个 随机 变量 , 2-9 RUE 2) PRÉC FF 
与 F. 证 明 , 它们 之 间 的 莱 维 距离 L(F, PF) 满足 关系 式 
L(F, F<d+P{lX—- XI>d}, Vd»0, 
和 
L(F, P) < (c+1)esti(EIX— Xl)9&3, Yce>l. 


. 利用 刚才 的 第 6 题 与 第 7 题 的 结果 , 证 明 , 如 果 X 与 X 是 定义 在 同一 个 概率 
空间 上 的 两 个 随机 变量 , 分 别 具 有 分 布 函 数 F 与 E, 而 B(x) 是 标准 正 态 分 布 
AN(0,1) 的 分 布 函数 , o 0, 则 有 


P| 
< (i i ul 区 [F(z) -$ (5) 4 2(ElX — Ry? | 
88. 关于 测度 的 弱 收 敛 与 随机 元 的 几乎 处 处 收敛 之 间 的 联系 


. 证 明 , 在 可 分 的 距离 空间 情况 下 , 对 于 任何 定义 在 某 个 概率 空间 (0, .多 , P) 上 的 
随机 元 X(w) 5 Y (w), 实 值 晒 数 p(X (v), Y (vy) 都 是 随机 变量 . 


Qo 





NY 





el 


| 


88. 关于 测度 的 弱 收 和 剑 与 随机 元 的 几乎 处 处 收 伍 之 间 的 联系 . 183 . 


提示 : 设 {z1,z2,…} 是 瑟 中 的 可 数 稠 密 子 集 . 证 明 , 对 任何 a > 0, 都 有 
lw : pues ), Y (w)) «aj 


-nU (le: p(X(w om) < Ln fo p(Y (9), 2) « a— |). 
由 此 并 根据 第 二 章 第 4 节 引 理 1, 即 可 断言 o(X (v), Y (w)) 是 多 可 测 的 . 


. 证 明 , 由 (2) 式 所 定义 的 函数 dp (X, Y) 是 取 值 于 E 的 随机 元 空间 中 的 一 个 距 


离 . 
提示 : 根据 上 一 题 , 集合 {p(X,Y) < e) 是 可 测 的 , 这 就 表明 , 量 dp (X,Y) 
已 经 适当 地 定义 下 来 . 再 直接 验证 距离 的 三 条 性 质 . 


. 证 明 列 涵 关 系 式 (5). 
. 证 明 , 集合 Ah = (m € E: h(x) 在 点 x 处 不 p 连续 } e @. 


提示 : 设 {aia2 是 E 中 的 可 数 稠密 子 集 . 为 证 As € 6, 只 需 证 明 如 


下 表达 式 的 正确 性 : MEM 
Une 
其 中 
"i es m 如 果 存 在 y, z € Bi, (ax), 使 得 |h(y) — h(z)| > 1/m, 
v g, 其 余 情 况 . 
A Asma 属于 e. 


. 设 随机 变量 对 (6, 0) 5 (6, 0) 依 分 布 重合 ( 即 (6, m) S (6, $0), 并 且 Elt| < oo. 


证 明 , E(£ |n) $ E(£|5)). 


.二 与 了 是 (在 某 个 足够 丰富 的 概率 空间 中 给 出 的 ) 两 个 取 值 于 博 雷 尔 空间 (E, &) 


的 随机 元 (参阅 第 二 章 第 7 节 定 义 9). 证 明 , 可 以 找到 茶 个 定义 在 Ex [0,1] 上 
的 取 值 于 E 的 可 测 函 数 f= f(zx, y) 和 某 个 服从 区 间 (0, 1] 上 的 均匀 分 布 的 随 
机 变量 a, 使 得 如 下 关系 式 成 立 : 


€ = f(n, a). 


. 设 6,6, 为 独立 同 分 布 随机 变量 序列 , E£& = 0, E < oo. 令 X, = 


y &，n > 1， 试 证 明 如 下 结果 ( 称 为 斯 科 罗 霍 德 其 入 ) 存在 某 个 概率 空间 
k—1 
(€, 充 na BEHNEET- caen B — (Bio 和 一 列 停 时 守 二 (9 )koo, 


(Xn )nz1 i (B, )n21, 
并 且 E(r, — 0,1) = E£2, n 2 1. (符号 二 意味 着 同 分 布 .) 
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8. V F — F(x) 是 及 上 的 分 布 函 数 . 定义 其 反 函 数 F-!1(w), 0 < u « 1, 为 : 


pag [P165 Fo. iuc, 
" oo, Uli & u — 1. 


试 证 明 ， 

(a) (z: F(z) >u} C (zx: Fi(u) zs) C (x: F(z) > u]). 

(b) F(F-1(u)) 2u, F-W(F(s) 2a. 

(c) i F — F(x) 为 连续 函数 , 则 有 F1 (u) = inf (z: F(z) 2 uj, F^(u) = 
max {x : F(z) - uj, F(F^!(u)) 2u B (xz: F(z) » u) - (x: F-!(u) « a). 

(d) inf {x : F(z) 2 u) = supíz : F(x) < u]. 

HE: 在 数理 统计 中 , PRAC Q(u) = F7! (u) PRORA E S SEO. 

9. 设 = F(z) Jé^ BERN, 而 F^ = F-i(u) fé EIC PRARIC. 

(a) 证 明 , 如 果 U 是 服从 区 间 [0, 1] 上 的 均匀 分 布 的 随机 变量 , 则 随机 变量 

天 (D) 的 分 布 就 是 F — F(z), 亦 即 


P(F !(U) € x) = F(x). 


(b) 证 明 , 如 果 随 机 变量 X 的 分 布 函 数 Fo = F(x) 连续 , 则 随机 变量 F(X) 
具有 区 间 [0, 1] 上 的 均匀 分 布 . 
iE: 设 C(u) = P(U < u) 是 区 间 [0, 1] 上 均匀 分 布 的 随机 变量 U. 的 分 布 函 
数 , 则 有 C(F(z)) = F(x). 试 比较 第 12 题 的 结果 . 
10. iX Flz,y) 是 随机 变量 对 (6, 9) 的 分 布 函数 , 而 所 (zx) = P{e < z), Fo(y) = 
P(n < y) 分 别 为 变量 5j 7 的 分 布 函数 . 证 明 如 下 的 弗 雷 歌 - 稚 夫 丁 不 等 式 : 
对 任何 z, y € R, 都 有 


max (F1(z) -- F2(y) — 1, 0) € F(z, y) & min(Fi(z), Fa(y)). 
11. iX (U, V) 是 取 值 于 [0, 1]? 的 随机 向 量 , 分 布 函数 为 
C(u, v) = P(Uxu,V xvj, 


并 且 UU 与 V 都 服从 区 间 [0, 1] 上 的 均匀 分 布 . 又 设 五 (x) 与 Fo(y) 是 两 个 连续 
的 分 布 函数 , x, y € RR. 
证 明 , 函数 


F(z,y)- C(Fi(x), F2(y), m,ycR, (*) 


包 原 书 中 有 如 下 的 一 段 话 : “我 们 指出 《概率 》 第 一 卷 第 三 章 第 8 节 关 于 分 位 点 函数 的 定义 式 
(4) 中 的 F(z) > 4 应 当 是 F(z) > wu; (5) 式 则 应 当 换 为 本 题 中 的 结论 (a); 参阅 本 书 末尾 关于 《 概 
率 》 第 一 、 二 卷 的 勘误 表 .” 在 本 次 出 版 的 中 译本 中 已 经 按照 勘误 表 作 了 更 正 一 译 者 注 . 





12. 


13. 


$9. 


e 
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是 二 元 分 布 函数 , 并 且 它 的 两 个 边缘 分 布 为 Fi (x) 和 Fa(y). 

注 : 人 们 曾经 对 这 样 的 问题 表现 出 极 大 的 兴趣 : 如 何 根据 给 定 的 具有 边缘 
分 布 Fi(x) 和 Foy) 的 二 元 分 布 函数 F(x,y) (z,y € R) 来 构造 满足 性 质 (*) 的 
PRAC C(u, v)? 现在 的 这 种 做 法 , 即 通过 某 两 个 取 值 于 区 间 [0, 1] 的 随机 变量 U 
与 V 的 分 布 晒 数 P{U < u, V < v} 来 得 到 具有 所 述 性 质 的 阻 数 的 办 法 , 是 斯 
克利 亚 尔 (A. Sklar) 于 1959 年 给 出 的 , A 48 (copula). 在 他 的 著作 (参考 文 
献 [110]) 中 , 证 明了 这 种 函数 的 存在 性 (和 唯一 性 ). (作为 例子 , 可 参阅 下 一 题 .) 
设 F(z,y) 为 二 元 分 布 隙 数 , 由 下 式 所 定义 : 


F(z, y) = max(z+y— l, 0), 


HiBozz,yxl. 
(a) 证 明 , 它 的 两 个 边缘 分 布 Fa(x) 与 Foy) 都 是 区 间 [0, 1] 上 的 均匀 分 布 . 
(b) 证 明 , 如 果 系 耦 如 下 式 所 和 定义: 


C(u,v)—- max(ut-v—1, 0, Ou,v«x«l, 


则 有 
F(z,y) = C(Fi(x), F2(y)). 
W 655,6, 为 随机 变量 , 有 Law(£,) 一 Law(£). 假设 6 > 0. 证 明 


提示 : 利用 现在 第 8 节 中 的 定理 1 和 第 二 章 第 6 节 中 的 定理 2 (法 图 引 理 ). 


概率 测度 之 间 的 变 差距 离 . 角 谷 -- 海 林 格 距离 和 海 林 格 积分 对 测度 
的 绝对 连续 性 和 奇异 性 的 应 用 


. 利用 引 理 2 的 符号 , 令 


PAP= Eg(z ^), 
其 中 zAZ-— min(z, Z). 证 明 
|P— Pl 22(1— P ^P). 


(因而 就 有 &(P, P) = PAP, 关于 &(P, P) 的 定义 可 参阅 《概率 》 第 一 卷 第 三 
章 第 9 节 中 的 (4) 式 .) 
提示 : 利用 表达 式 a ^b — i(a-crb- |la— b). 
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设 PP, n >1l 是 (BR， 吨 (有 )) 上 的 一 列 概率 测度 , 分 别 具 有 (相对 于 勤 贝 格 测 
BER) SE BEBE p(z)，pn(zj, n 2 1. 假设 按 勒 贝 格 测度 对 几乎 所 有 的 x, 都 有 
pn{z) 一 p(z). 证 明 


IpP- no f p) palods = 0. n oe 
/ ende NC 
—oo (|z|&a] 


«f p(s)dz+ | pa (x)dz, 
(1z]7«a] {|z|>a} 


其 中 a > 0 应当 如 此 选取 , 使 得 对 于 任意 给 定 的 < > 0, 有 lzl<a} p(x)dx > 1—e. 
然后 利用 法 图 引 理 , 得 知 


lim pn(T)dr 2 1-— e. 
n J[|z|Xa] 


. 设 己 与 巨 是 两 个 概率 测度 . ERI P Ic P BU s L5 (Kullback) 信息 K(P, P) 


定义 为 " 
" El —, il P«P, 
K(P, P) — dP 
证 明 
K(P, P) > —21n(1 — p? (P, P)) 2 2p2(P, P), 


其 中 o(P, P) 是 测度 P 5j 已 之 间 的 角 谷 - 海 林 格 (Kakutani-Helinger) 距离 . 
提示 : 第 二 个 不 等 号 是 不 等 式 -ln(1-z) > zx 的 自然 推论 , 0 < x < 1. 而 为 
证 第 一 个 不 等 号 , 需 首先 确认 


—21n(1 — p2(P, P)) 2 -2In TH 
然后 利用 延 森 (Jensen) 不 等 式 , 证 明 


2n gp? « K(P, P). 


. 试 证 明 (11), (12) XX. 


5. 试 证 明 不 等 式 (24). 


提示 : 如 果 Q = L(P- P), EEG: g-4b 4y-zi-1 MW Pug cge 
1 — y, 而 不 等 式 (24) 具有 形式 


2(1 + EQf(y)) € 2Eely| < Vcall — Eof (y)), 
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其 中 f(y) 2-(0-w^10-y'*,ye[-11. 再 在 区 间 (—1,1) 上 面 分 析 f'(y) 
与 f"(y), 推导 出 : 

(a) f = f(y) 是 区 间 [-1 1] rPíS Ehe SC, 且 有 f(y) > 1 [y]. 

(b) f(y) € 1+ f'(Oy —cay?, y € [-1, 1), 其 中 & = o(1 — o)/A. 

然后 由 (a) 推出 所 要 证 明 的 第 一 个 不 等 号 , 由 (b) 推出 第 二 个 不 等 号 . 


. 设 P,P, 9 是 (RR, Z(R)) 上 的 概率 测度 , P«Q 与 PxQ 是 它们 的 卷 积 (参阅 第 


二 章 第 8 节 第 4 小 节 ). 证 明 
|P*Q- P*gl «|P— PI. 


提示 : 利用 引 理 1. 


. 试 证 明 例 2 中 的 性 质 (30). 


提示 : 通过 直接 计算 , 可 得 


8 (5 P, P) — exp 1- 这 (vi 


接 下 来 应 当 利 用 定理 2 和 和 定理 3. 


. 设 £ 与 n 是 (0, 多, P) 上 的 取 值 于 (E, 8) 的 随机 元 . 证 明 


IP{é € Aj - P{née AJ < P(E #7), Ace. 


I(€ € A) - Ine Aj - u(ée A) - In e AJI(S 7 n). 


. 如 下 的 公式 


H(o; P, P) — 人 (aP)* (dP)!-e 


(参阅 (20) 式 ) 定义 了 测度 P 与 P 之 间 的 a 阶 海 林 格 积分 . 在 概率 -统计 试验 
的 许多 问题 中 , 考察 按 如 下 方式 定义 的 所 谓 海 林 格 变换 H(o; &) 似乎 更 加 有 益 . 
令 & — (9, 多 ; Py, Py, , PX) 是 一 个 概率 -统计 试验 , 意 即 一 个 可 测 空间 
(9, 多 ) 连同 在 它 上 面 所 给 出 的 概率 测度 Po, Pi,… PX. 
用 符号 的 形式 , 试验 8 的 海 林 格 变换 H(o; 8) 的 定义 是 : 


五 (ai &) = ] ar» (dPA)?? --- (AGPX)?*, (*) 


其 中 o = (09, ai, .… , ox) 属于 单 形 


k 
Ba [a (eo Q1,:77 , Gk) : Qi 2 0, > 中 


t—0Ü 
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Anl] k = 1 的 情形 , 要 求 对 (*) 中 的 积分 赋予 意义 (可 利用 强势 测度 的 概 
念 ), 并 且 证 明 与 引 理 3 相 类 似 的 结论 . 


10. iX (Xi, 4(X,)) 是 可 测 空间 , 其 中 Y, 是 单 形 


k 
= (mecsn: Zi 2 0, Yi) 
i—1 


而 (X) 是 由 该 单 形 的 子 集 所 形成 的 博 雷 尔 类 . 
设 p = Adz) 是 (x, 多 (x)) 上 的 测度 , 有 p(Bx)<o0 和 


/ ziu(dr)-—1, i-1l,--,k. 
Ek 


(在 概率 -统计 试验 中 , 将 具有 这 种 性 质 的 测度 ao 称 为 标准 的 .) 
在 数学 分 析 中 , 测度 / 的 海 林 格 变换 H(o; 4) 如 下 式 所 定义 : 对 一 切 a € Xx, 
今 


H(a; u) = 上 zy: xy*p(dz). 
k 


试 证 明 如 下 各 命题 : 

(a) 如 果 ju 与 us 是 两 个 标准 测度 , 使 得 对 一 切 a € XX, 都 有 H(o; pi) = 
H(a; p2), 则 有 Hi = a. 

(b) 标准 测度 序列 pn 弱 收 敛 到 标准 测度 jy, 当 且 仅 当 对 一 切 a € Xx, 都 有 
H(a; p.) 一 H(a; 1), n 一 oo. 

i 8 = (9, 2; Py PP, … , PX) 是 一 个 概率 -统计 试验 , Q 是 一 个 可 以 控制 
测度 Po, P,,-.., Py 的 强势 测度 , 而 
d P; 

- do: 
在 (XX, 4(X,)) 上 征 义 概率 测度 





f i=0,1,...,k. 
uA)= Q(iwv: (jh i , fr(w)) € A, Ae Z(X&a). 
证 明 , 测度 jy 是 标准 的 , 并 且 
H(o; &) = H(a; p). 


11. iX 8 = (Q,4; 古书， 
Py, Py 的 强势 测度 . 令 


; PX) 是 一 个 概率 -统计 试验 ， Py 是 可 以 控制 测度 








12. 
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在 概率 论 中 , 将 按照 下 式 所 定义 的 6 e A, 的 函数 称 为 试验 8 的 梅林 (Mellin) 
变换 : 
M(B; &) = 人 safe old) (= Eo(zP -- zf*)), 


其 中 ， 
和- 0 x. B; « 1, Da < 


数学 分 析 中 , 对 测度 v 的 梅林 变换 MB; v) 略 有 不 同 : 3 v 是 (R*, Z&(R* ) 
土 的 一 个 概率 测度 , 其 中 


R* = {z= (21, ,Tk): Ti > 0, 71=1,...,k), 
使 得 
/ ziv(dr) < 1. 
k 


i 


(Rt 上 的 这 样 的 测度 v 也 称 为 标准 的 .) 此 时 , 根据 定义 , 令 


£i Bx 
M(B: v) = An gb: .. P (dr), 

其 中 86= (B81,…，, Br) € As. 

试 证 明 ， 

(a) Xi vi 与 vo 是 两 个 标准 概率 测度 , 使 得 对 一 切 8 € Ab 都 有 MB; i) = 
M(B; v3), 则 有 v1 = vw. 

(b) 标准 测度 v, 的 序列 (v) 弱 收 敛 到 标准 测度 v, 当 且 仅 当 对 一 切 8 € Ax, 
都 有 M(B; v.) ^ M(B; v), n — oc. 

(c) M(B; &) = M(B; v). 
证 明 , 如 果 a = (ag, 01, 7 , Qk) € xa, 并 且 ao > 0, 则 有 


H(a; §) = M(B; &), 


其 中 6 = (Bi1,…, Bk) = (01, , ox). 
下 证 明 , 如 果 a = (Q9, 01, 7) Gk) € Dktl) 其 中 ao > 0, 并 且 L; = 
In zi, i 二 1,.…. ,kk, 则 有 


k 
H(a; €) = Eg exp Does] 


;—1 


亦 即 海 林 格 变换 H(o; &) 重合 于 向 量 (Li,.… Ly) 关于 测度 P 的 拉 普 拉 斯 变 
fi. 
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13. 设 P — (pu) 为 随机 和 矩阵 ( 见 第 一 章 第 12 节 ), 1 < a,b N < oo. 量 
1 N 
D(P)= 3 sup 》 |Pik 一 Dj 
"7 k=1 


称 为 矩阵 P 的 多 布 鲁 申 (Dobrushin) 遍历 系数 . 
试 证 明 ， 
(a) D(P) = sup lips 一 2 人 | 为 变 差距 离 ) 
(5) D(P) - 1 inf 2: (ra. ^ pi) © 
(c) 如 果 P 与 Q 是 两 个 随机 和 矩阵, 则 


D(PQ) < D(P)D(Q). 
(d) 如 果 B 一 (Mi. M2,* AN) 与 ”一 (D1, v2, VN) 为 两 个 分 布 ， 则 
lgP™ — vP"| «lu — vl(D(P))Y. 


14. 设 忆 与 Q 分 别 是 随机 变量 上 与 7 的 分 布 , 则 有 如 下 的 卡 泊 林 格 不 等 式 (Kapling- 
inequality) 成 立 : | 
P{€=7}<1— 3lP — Q|. 
( 试 比 较 第 8 题 中 的 断言 .) 特别 地 , 如 果 随 机 变量 6 与 m 分别 具有 密度 函数 p(z) 
与 q(a), 则 
P(£- 5) «1- 5 [ Ip») - as)lar. 
2 Jn 
试 举 例 说 明 , 式 中 的 等 号 可 以 成 立 . 


15. x X 一 (X&)nzo 与 Y = (Yn )n>0 是 定义 在 某 个 概率 空间 (©, 多， P) 上 的 两 个 
随机 变量 序列 . 设 or 是 随机 时 , 使 得 对 一 切 n > r(w), 都 有 X«(w) = Y.(w)(E& 
机 时 7 称 为 卡 泊 林 格 时 ). 证 明 如 下 的 卡 注 林 格 不 等 式 成 立 : 


PP - Qnll < Pfr > n); 


其 中 已 , 与 Q@， 分 别 是 随机 变量 X, 与 Y, 的 概率 分 布 . 
16. 设 一 f(x) 5 g — g(x) 是 (R, 多 (R)) 上 的 两 个 分 布 的 密度 函数 . 证 明 ， 
(a) / |f(z) — g(z)|dz —2 / (f(z) — g(z))* dz =2 / (g(x) — f (z))* dz. 


2 
(b ( / Vilajot)de ) <2 | min (f(s), gm)d 
四 原 书 中 的 求 和 号 上 限 为 oo 一 一 译 者 注 . 
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(9 f ute) - seas < VK, 3 K(f, 9) = [ ro) eds 是 
库 尔 贝克 信息 (参阅 第 3 题 ) 并 假定 具有 密度 的 分 布 P/ 关于 具有 密度 ， 的 
分 布 P, 绝对 连续 . 


(a) / min (f(z), g())dz > ze ^9. 
17. 设 随机 向 量 X = (Xi, .… ,Xi) 具有 如 下 集合 上 的 均匀 分 布 


k 
n- {= msn zi 之 0, xau) 
证 明 , 回 量 X 的 概率 分 布 密度 f(x) 为 
f(x) — kl, rz €T. 


18. 设 X 5 Y 为 随机 变量 , EX? < oo, EY? < oo, 而 cov(X, Y) — E(X — 
EX)(Y - EY) 是 它们 的 协 方差 . 分 别 以 F(z, y), Fi(x) 和 Fo(y) 表示 随机 向 量 
(X, Y) 以 及 随机 变量 X 与 Y 的 分 布 函数 . 试 证 明 如 下 的 堆 夫 丁 公式 : 


cov (X,Y) = / / (F(z, y) — F(z)F(y)) drdy. 
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1. à Pr es Pn mp p^ = Prx...x Pn, n z 1, 其 中 , Pr 5 Pr 分 别 为 具有 
参数 (ag, 1) 和 (ag, 1) 的 高 斯 测度 . 试 求 分 别 使 得 (P") a (P7) 与 (En) A (P?) 
成 立 的 关于 (ap) 和 (a2) 的 条 件 . 

提示 : 先 通过 直接 计算 , 证 明 


n pn o(i—ao - n cn 
H(o; P", P") = exp [3 Yi -ay]. 
kel 


然后 利用 (11) 与 (12) 中 的 断言 . 

2. 设 P^ = Prx:…xPr, P^ S Prx.…xPr,n 之 1, 其 中 , Pr 与 Pr 为 (R, 3(R)) 
上 的 概率 测度 , 有 Pr (dx) = Ii (z)dz, Pr(dz) = In, 1,4, (z)dz, 0 € a4 <1. 
证 明 , H(o; Pr, P?) 2 1— a, 和 和 

(P")a(P") & (P')a(P'* © lim na, — 0, 
(P')A(P) 2 lim nan = oo. 

3. 设 (Q, 9, (多 ))nz0) 是 可 测 空间 中 的 筛子 , 亦 即 在 (OQ, 多 ) 中 赋予 了 一 个 o- 代 

数 流 (多 njnz0, 即 有 25 C. C C.N. BEN -c (us. ). 假定 P 与 P 
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是 (Q, 多 ) 中 的 两 个 概率 测度 , 并 且 P, = PLZ,, P, = PLZ, 即 它们 在 多 上 
的 局 限 . 证 明 ， 


(BP) 4(P) € P<P, 
(Bj)ab(P,) € 已 ~ 已 
(B,)A(P) e PLP 


4. 设 -É J, P) 为 概率 空间 , 其 中 o = (-11)9 为 二 元 制 无 限 序列 w = (wi 
… ) 的 集合 (序列 中 的 每 一 项 只 有 1 和 一 1 两 种 情形 ); 对 于 任何 a; = 31, i = 
en, WES Pío: (w1,:,w) = (al ,an)l = 27^. B ew) = 
us, n 21. CET UE P, 序列 & = (&1, 63, --) 是 相互 独立 的 伯 努 利 随 机 变量 
序列 , 有 P(e, — 1} = Pf{en = 一 1} — 1.) 
构造 序列 S = (So 如 下 : So = 1, S, = S。1(1 十 ps), 其 中 op。 — 
/如 十 ansn on > 0, kn > on 一 1( 在 这 些 条 件 下 , 有 S, > 0; 在 金融 数学 中 , 5; 
表示 时 刻 n 时 的 资产 总 额 ; 参阅 第 七 章 第 11 节 .) 
^ P^—PLZ,, HrBp .£, —6o(e,--,64). 在 (Q, 多 ) 中 引入 新 的 概率 测度 
P, 使 得 si, 62, .… 仍然 为 相互 独立 的 随机 变量 序列 , 但 是 却 有 


2 1 ~ l 
PB{e, =1} = zü b.) Bfen= -1}=3( - 5), 


其 中 6 = 一 jw/on. 

(a) 证 明 , 序列 5S = (5%)nzo 关于 测度 P jh (参阅 第 一 章 第 11 节 和 第 七 
章 第 1 节 ). 

(b) 4 P" = PLZ, , 证 明 


H (o; P", P^) JEEP 


并 利用 (第 10 市 中 的 ) 定理 1, 由 此 导出 


(P^)a(P") & 2L ELE 


(根据 “大 "金融 市 场 理论, 前 一 结论 表明 , 条 件 s (ur) < oo 是 无 渐 近 套 江 
的 充分 必要 条 件 ; 更 详细 的 介绍 见 专著 [130] 第 六 章 第 3 5.) 
5. 与 上 一 题 不 同 , 现在 令 S, = e^ ^v n 21, Sg — 1, 其 中 hk = pk--okEk, Ok > 
0, (&1, £2, ---) 为 独立 同 分 布 的 正 态 N(0,1) 随机 变量 序列 . 
令 9. =0o[(el, sn) P^ - PLZ. n2 1. 
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加 — uk ok lk, 0k V. 
Z4 = exp CX(E 2)edix( 2) 上 
序列 (S.)。>o 是 一 个 对 (参阅 第 七 章 第 11 19). 
(b) 再 证 明 


- LR 是 2 
H(o; P^, P") — exp [253 (B TE | 
k—1 


811. 中 心 极限 定理 的 收敛 速度 


1. 试 证 明 不 等 式 (8). 
2. Vt 上 ,cz 为 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 , 有 Et: = 0, D& = o? fl Eja < 
oo. 现 知 , 在 这 些 条 件 之 下 , 有 如 下 的 非 一 致 估计 : 对 一 切 -co < z oo, 有 
Be 
[Fn,( ) $( ) < o3Vn (1 十 |zj)3 
试 证 明 这 一 结果 , 至 少 对 伯 努 利 随 机 变量 给 出 证 明 . (关于 这 一 命题 及 其 证 明 , 以 
及 关于 下 面 的 第 5 ~ 7 题 的 证 明 , 可 以 参阅 专著 [88].) 


3. iX (£x)k2i 是 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 , 均 各 以 1/2 的 概率 取 值 1. 
Pp2(t) = Ee'f& — 1(e^* 4. eit). 仿照 拉 普 拉 斯 的 做 法 , 证 明 (S, = & 十 … 十): 


P(S5,—0) — 人 5 (t)dt ~ "i n 一 oo. 
4. 设 (Ex) 是 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 , 均 各 以 =; 的 概率 取 值 0, 1, … 
ta, 其 中 oa >1. $ pzani(tj = Bet! — 4 [142 X eostk | 
如 同上 题 , 仿照 拉 普 拉 斯 的 做 法 , 证 明 ， 








1 7T 
P{Sn =0} - — / pi (£)dt ~ 
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特别 地 , 如 果 a = 1, 即 随机 变量 & 以 相等 的 概率 取 值 —1,0,1 时 , 有 
V3 
2Vin 
5. 证 明 , 如 果 下 = F(z) 与 G = G(z) 是 两 个 分 布 函数 ,， 帮 9 与 g(t) 分 别 为 它们 的 

特征 函数 , 则 有 





P(S, = 





n OO. 





sup |F(z) — G(z) «1 人 - LUV | dt 


6. 证 明 , 如 果 下 = F(z) 5 G = G(z) JÉPIT- A3 PRAG f(t) 与 g(t) 分 别 为 它们 的 
特征 函数 , 而 L(F, G) 是 它们 之 间 的 莱 维 距离 (第 1 节 第 4 题 ), 则 对 任何 工 > 2, 
都 有 





dt 十 2e——— 


L(F,G)x-— f 


7. 设 已 (z) 是 满足 条 件 EG = 0, p" cg ^ 也 | 和 = N < oo 的 独立 同 分 布 的 
随机 变量 序列 的 正则 化 部 分 和 23 » & 的 分 布 函数 . 令 p = 身 . 证 明 ， 


F2) - e (23) 





Ics Iam ms 





lim inf. Vn < 








p 
"m 
812. 泊 松 定理 的 收敛 速度 
1. 证 明 , 在 Aj — — In (1 — px) 时 , 有 变 差距 离 
|B(px) — II(Ak)]| = 2(1 — e^^* — Me ^*) < X7, 
因而 , 8B 一 || < Zz Xx. 
” 提示 : 如 果 注 意 到 
|B(px) — HO) =|(1 — px) — € ^*| 4 [pk — Axe ^*| 
Le » 全 —2(1— e ^* — Aue ^«), 
那么 不 等 式 [B(pxz) - H()I « A2 就 可 以 由 这 一 结果 和 周知 的 初等 不 等 式 推 出 : 
XP r20,4 2(1—e?*—ze ?*)« 1^. 
2. 试 证 明 表 达 式 (9) 和 (10). 


3. 设 6, V6, 为 相互 独立 的 伯 努 利 随 机 变量 , 有 P[£& = 1) = px, P(£y = 0} = 
1-p,l&kt&n. 我 们 令 6 = 0, 并且 对 0<t<1, 和 >0, 记 


[nt] 


Sn (t) > >》 6k, 
k=0 
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P(?(t) = P(S.(t) -k m(t)- 


(At)Fe^ 加 
kl k = 0, 1,2,. , 


int 
A«(0 = 5 pe (= ES, (5). 
k=0 
证 明 , 对 于 概率 P (0) 和 mx 人 区, 有 如 下 各 关系 式 成 立 : 
P? (t) =1— 人 P(? (s) dA, (s), 


pue -f [P (s-) - P^ (s-))dAs(s) kz1 á 


二 而 二 和 / oa 
(0) - - f Im) — mele a0s), 21 
4. 试 由 上 题 中 的 (*) 和 (sy) 式 , 推出 如 下 关系 式 
> pto - nol <s2f 3 |P(-) — m (s-))dQu) 
] +(2+ 44n() max |4n(s) — Xsl (s) 


5. 试 利 用 第 二 章 第 6 5B 51 题 中 的 格 朗 沃 尔 - me (Gronwall-Bellman) 不 等 
X, 从 (oe) 式 推出 (参阅 第 3 题 中 的 记号 ) 


(**) 


De |PC? (6) — m. (£)| & e?* + (2 + 4A, (t) qpax. [An(s) — Asl. 


并 由 此 断言 
IPC) = Kk) — (1) 
k—Ü 


[ns] 


DP — AS|, 


其 中 , min 系 对 正 整数 (1 ,n) 的 一 切 不 同 排列 i = (ds) 所 取 ，p;。 = 0. 
再 利用 所 得 到 的 不 等 式 , 证 明 , 如 果 》 p. — A, 则 
k—1 


«(240 e^ min sup 


k=1 Oxssl 

















[n.s] 
2. Di 一 AS 


< C(A) min sup 


E 


< ELS rm Pk: 
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其 中 C(A) = (2 + 4X)e?. 


$13. 数理 统计 的 基本 定理 


心 ow 


试 证 明 (18) 式 . 


. 证 明 , (距离 空间 (D，9, p) 中 的 ) 概率 测度 的 弱 收敛 PUO S p 蕴涵 f(x 00) S 


f(X). (参阅 《概率 》 第 一 卷 第 三 章 第 13 节 中 的 符号 .) 


. 试 证 明 (22) 式 中 的 蕴涵 关系 . 


设 ,2,… 与 momo 分 别 为 具有 连续 的 分 布 函数 FF = F(x) 和 G = G(z) 
的 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 . 令 


js pu 
Fn(z; 9) — v >》 Tek(w) 和 z)，Gnv(zi w)= >》 (o) < z) 
k—1 k-1 
是 经 验 分 布 函数 . 
我 们 令 


DN,M(w) = sup |Fv(ziw) 一 GZzi w)| 


Dx M(w) = Sup (FN (z; w) — Gu(z; w)). 


人 们 在 两 样本 场合 下 , 已 知 





NB | N+M Dn,m(w) < 7 K(y, y>0, e) 


其 中 K(y) 是 柯 尔 莫 苹 洛 夫 分 布 (参阅 《概率 》 第 一 卷 第 三 章 第 13 $5). 
试 根据 对 结论 (25) 的 证 明 思 路 , 勾画 证 明 结论 (*) 以 及 断言 (27) 和 (28) 
中 的 思路 和 基本 步骤 . 


. 考察 * 奥 米 咖 平方 ” 统计 量 


vA) = ev ) - FGYPaF(), (ww) 


其 中 FF = F(x) 是 连续 的 分 布 函数 . 证 明 , 与 统计 量 DN(w) 和 Dt(w) 的 情形 一 
FÉ, 统计 量 X (vw) 的 分 布 对 于 一 切 连续 分 布 函 数 F = F(x) 都 是 相同 的 . 再 证 
明 

AN—3 


Du, (w) — 180NS' 


l 
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6. 设 6 上.…… 为 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 , E& —0, D& = 1. 令 


k 
J£, = max (s. — s.) — min (s. — Sn ) . 
kn 7L kn TL 
证 明 
Sn. E max |B, — tB4| — min |B; — tBj| 3 max B? — min B? 
Vn Ta Ta Ts t Ts "n 


其 中 ， T4 = it - k/n; k —0,1,--- ,n), B= (Bi)ig1 是 布朗 运动 ， B? = (B? )ig1 
是 布朗 桥 , 而 S 如 同 往常 , 表示 分 布 相同 . 


并 且 证 明 ; 
|" 7T 7T 
EZ, pss 了 D4Z, id (5 mes 2) n. 


( 试 比较 第 二 章 第 6 第 87 题 .) 


. 设 玉 = F(z) 与 G = G(z) 是 两 个 分 布 函数 , 而 F-1(t) =inf{fz: F(z)» t) 372 


G (t) 2inf (z : G(z) > t). 
记 $2 = { 忆 :为 分 布 函数 , B. [7 s? dF(z) < oo). 对 于 $2 中 的 下 与 
Es * 1/2 


dz(F, G) = (f |p (t) — G^ (rear) 


(a) 证 明 , ds = da(F, G) 是 一 个 距离 , $R7J XL XX /R E38. (Wasserstein) 距离 ， 
并 且 (85, dz) 是 完备 的 距离 空间 . 

(b) 证 明 , 如 果 6, -- ,和 为 独立 同 分 布 的 随机 变量 ， 具有 属于 $2 B3 4 BR 
数 FF. 设 E, 是 其 经 验 分 布 函数 , 则 (P-a.s. 地 ) 有 


do( 书 FB,) — 0, n— oo. 
(c) 证 明 , 距离 da(F, G) 具有 下 述 的 卡 泊 林 格 性 质 (区 apling-property): 
dj(F, G) = inf E(£ — 9^, 


其 中 int 系 对 所 有 的 分 别 服从 分 布 与 G 的 随机 变量 对 (£, m) 所 取 (FG € $2). 


8. id = {五 : 为 分 布 函 数 , 且 /YlzlaF(z) < oo. 对 于 名 中 的 下 与 G, 令 


d(F, G) — | FI — G-1(t)lat. 
(a) 证 明 , 这 一 被 称 为 多 布 鲁 申 距离 的 度量 具有 如 下 性 质 : 


di(F G) = 人 - [F(z) - G(z)ldz, 
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并 且 ($1, d) 是 完备 的 距离 空间 . 

(b) 证 明 ， 如 果 FE FP,—.ci$ 则 di(F, F,) — 0, n — oco, X BO. 
FE, F(UMK, 参阅 第 1 节 ) 和 f Ind Fs (z) — f Ix|d F(z). 

(c) 证 明 , 对 于 81 中 的 下 与 G, 成 立 下 述 的 卡 泊 林 格 性 质 : 


di(F, G) — inf Elé n], 


其 中 inf 系 对 所 有 的 分 别 服从 分 布 与 G 的 随机 变量 对 (6, 9) 所 取 (F, G e 81). 
(d) 证 明 , 如 果 6,6, 为 独立 同 分 布 的 随机 变量 , 具有 属于 Si 的 分 布 孙 
数 P. FE, 是 其 经 验 分 布 函 数 , 则 (P-a.s. 地 ) 有 


dj (F, E, 一 0， n-oo. 


. 设 随机 变量 X 具有 分 布 函数 F — F(z) rc R 及 其 反 函 数 下 -1 — F^!(u, ue 
[0, 1]( 参 阅 第 8 节 第 8 题 中 的 定义 ). 对 一 切 0<p < 1 称 &j = F^1(p) 为 随机 
变量 X( 或 分 布 函数 FF = F(z)) 的 p 分 位 数 . (通常 , 将 FF-1(1/2) 称 为 中 位 数 ， 
把 F-1(1/4) 与 F-1(3/4) 分 别称 为 下 、 上 1/4 分 位 数 .) 

试 给 出 使 得 产 分 位 数 «s 是 方程 F(z) = p 的 唯一 根 的 条 件 . 
10. 设 X,,-., X, 是 具有 分 布 函数 IP = F(z) 的 独立 同 分 布 的 随机 变量 . 以 E = 
所 ,(z) 表示 根据 n 个 变量 Xi,… Xu 所 构造 的 经 验 分 布 函数 


e 


E, (z) = F(z; w) = - » LX) « c) 
k=1 


(参阅 (1) 式 ). 
证 明 , 如 果 XCO S... XO 是 由 n 个 观察 值 X1,… ,X 所 得 到 的 秩序 统 
计量 ( 在 第 一 章 第 12 节 第 8 题 和 第 二 章 第 8 节 第 19 题 中 , 将 该 统计 量 记 为 
XO5,... , XC), 则 经 验 分 布 函数 所 = 所 ,(z) 具有 下 述 表 达 式 : 
0, 如 果 rcx. 
所 (z) = 4 k/m， AURX'"rrcXx, koi. 
1, 如 果 z > bud 
11. 设 上 一 题 中 的 条 件 成 立 , sy 是 分 布 — F(z) 的 产 分 位 数 , Wii S, (n) = £1 (p) 是 


相应 的 经 验 分 布 E, = 所 .(z) 的 产 分 位 数 . 证 明 , 如 果 mo 是 满足 条 件 F(&,—) < 
p € F(kj) 的 唯一 值 , 则 当 n 一 oo 时 , 有 


-,n—1,n» 1l, 


Kp(n)— rp  (P-a.s.). 


提示 : 应 当 指 出 , 我 们 有 RL(n) = XO, JEELUEBR, 对 任何 6 > 0, 都 有 


[np]? 


P [lim &(9, > &, — 8) — P [lim X(? 


inpl < s + 6} 5 
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其 中 , [z] 表示 不 超过 实数 z 的 最 大 整数 . 
设 X1,X2,… 是 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 , 其 分 布 函 数 FF = F(z) 连续 . 对 每 
个 0<p<1, 方 程 F(z) =p 都 有 唯一 解 cp, 2FEL SE PRAE F(z) 在 点 ro 处 存在 ， 
连续 且 为 正 . 以 Xe. 表示 样本 p- 分 位 数 
证 明 , 随机 变量 VF (X62. — x ) 依 分 布 收敛 到 某 个 均值 为 0, 方差 为 p(1 一 
p)(F'(s,)? 的 高 斯 随机 变量 N: 
Vn (2 


law 
[np] - y) — N. 


£0..... €? 是 相应 的 秩序 统计 量 ， 为 证 题 中 结论 , 应 当 首先 指出 , 随机 变量 


X02. — fp 与 随机 变量 F-1(602.) — F^! (p) 同 分 布 , 然后 利用 引 理 2, 并 验证 关 
于 中 心 极限 定理 成 立 的 林 德 但 格 条 件 (第 4 节 和 定理 1). 
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§1. 
. 试 证 明定 理 1 的 推论 . 


. 设 (6%)nz1 是 独立 随机 变量 序列 , S, = &1 十 … 


. 设 9, = 上 5 十 十 局 也 


量 序列 


0-1 律 


提示 : 利用 随机 变量 n 的 分 布 函数 仅 可 取 0 和 1 两 个 值 的 事实 


. WEB], 如 果 (局 )n>1 是 独立 随机 变量 序列 ， 则 随机 变量 lit, 与 limt, 都 是 


(P-a.s.) 退化 的 . 
提示 : WES], lim£&, 与 lm E ^ 可 测 的 . 
+ £s, WE 如 满足 条 件 0 < 
b, T oo. 证 明 , 随机 变量 lim 2 与 im 名 都 是 (P-a.s.) 退化 的 . 
提示 : 在 集合 {1,2,…} 中 任意 取 定 N, 令 
E s n « N, 
Sn 一 SN, n  N. 
由 性 质 lim 2x = lim 2a 可 知 ， 上 极限 lim 5». 关于 A J£, 可 测 , 再 根据 N 的 任 
ETE, 即 知 其 关于 4r np. 由 此 不 难得 出 所 需 的 结论， 
> 1, 而 多 (S) = 门 822(S), 其 中 £(S) = of{w: 
}. 证 明 , 尾 o- 代 数 27 (S) 中 的 每 个 事件 都 是 可 交换 的 . 
证 明 ,， 对 和 任何 实 常 数 c, 都 有 (lin& > c) 2 


On; $n41; 20 


lim (£, 2 c]. 





10. 


11. 


12. 


13. 


; W.,- 
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lim (6; 2cb—i(w: £&y(w) 2c io.). 


. 试 举例 说 明 ， 存 在 尾 事 件 A ( 即 属 于 co- 代数 0 = n 多 >(£) 的 事件 , 其 中 


FP(E) = o (E Ens). TR (én)nz1 为 随机 变量 序列 )， 满足 条 件 0c«P(A)«1 
( 即 其 概率 严格 大 于 0, 严格 小 于 1). 
为 相互 独立 的 随机 变量 , 有 EC, = 0, E£2— 1, n > 1, 并且 对 其 有 中 
心 极限 定理 成 立 (BI P(S,/ Jn € z) 一 再 (z)， ze R, 其 中 5% = 6-6). 
证 明 , 此 时 

lim mn 23。 一 十 oo (P-as.). 


(特别 地 , 这 一 性 质 对 满足 条 件 EG —0, Ec? = 1 的 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 
成 立 .) 


. 设 6, 65, … 为 独立 同 分 布 的 随机 变量 , 有 Ej£| > 0, 令 9 = 64-6, n2 I. 
证 明 ， 
lim |Sn| — «oo (P-a.s.). 
. 设 6,69, 为 独立 同 分 布 的 随机 变量 , 有 E& = 0, Elti| > 0, 令 9 — & + 


cd ÉS, n2 1. UE BH, P-a.s. 地 有 


lim n- /?S, = —oo. 


TL— O00 


lim n^ /?$, = 十 co， 


( 试 比较 定理 2 中 的 断言 ; 亦 可 参阅 第 7 RH) 


设 34,455,-.. 为 相互 独立 的 o- IRA S v = f (UV 2l 证 明 , 对 于 每 个 


一 主 j2n 
集合 G e 9, 都 有 0-1 律 成 立 (Bl: 概率 P(G) 非 0 即 1). 
HAAS 为 相互 独立 的 随机 事件 , 有 P(A,) < 1, mn > 1 P ( V As) " 
nn 二 1 

证 明 P(lim A,) = 1. 
W h1, 42,… 为 相互 独立 的 随机 事件 , id P(4%) = pa, n 2 1. 根据 0-1 律 可 知 ， 
概率 P(lim A;) 与 P(lim A) 均 非 0 Bl 1. 试 通过 p,,, n > 1, 分 别 表 述 出 使 得 
P(lim A,) = 0, P(lim A,) — 1, P(lím A,) — 0 和 P(im 4,) = 1 成 立 的 条 件 . 
W 6,6,-- 为 非 退 化 同 分 布 的 随机 变量 序列 , 记 5% = & o r6 n 2 1. WE 
8j, 

(a) 对 于 每 个 博 雷 尔 集 合 Ac Z(R), 都 有 P(S, € Aio.) 20 X 1. 

(b) 仅 存 在 lim S, = 上 +oo (P-a.s.) 或 lim S, = —oo (P-a.s.) 这 两 种 可 能 性 ， 
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并 且 


PíimS,--o)-1, AUR Y. -P(S. 0 00 
n-—i 


P(limS, ——oo)-1, 如 果 >》 -P(S, > 0) < oc. 
n=1 


(c) 如 果 &, 的 分 布 对 称 , 则 有 lim S, = +ce 和 lim S, = -co (P-a.s.) 
14. 根据 定理 1 的 推论 , 如 果 &1,&2,… 为 (关于 概率 P) 相互 独立 的 随机 变量 序 
列 , 而 o 是 关于 由 该 序列 所 生成 的 尾 o- 代 数 27 可 测 的 随机 变量 , 则 7 (P-a.s. 
地 ) 为 常数 , 即 有 P{n = Ce) = 1, 其 中 Cp 为 某 个 常数 . 现 设 Q 是 另 一 个 概 
率 测度 , 关于 该 测度 上 6, 上: 仍 为 相互 独立 的 随机 变量 序列 , 那么 当然 也 就 有 
QÍíy = Ca) = 1, 其 中 Co 亦 为 某 个 常数 . 试问 , 是 否 必 有 Cp = Co? 
列 , 即 有 P(£ = 1}= P(£; = 一 1}=1/2, à 2 1. 9 og — inf(n2 1: 5,= 0} 
(如 果 对 一 切 n 2 1, 都 有 S, 70, 则 令 co = oo). id So = 0. 证 明 , 随机 
游 动 (S.)n>o 在 如 下 的 意义 下 是 自 反 的 : 即 有 P{oo < oo) = 1. 并 由 此 推出 
P(S, =0 io]-l. 
提示 : 利用 第 一 章 第 5 节 第 7 题 , 根据 该 题 中 的 结论 , 对 任何 n 2 1, 都 有 
P(5,...94,, 20) 2-2 2C2 
16. E £&,£,- 为 独立 同 分 布 随机 变量 序列 , 有 El&| «oo. 令 S,—& 4 
&,, n 2 1, 并 设 Et, = 0. 证 明 ， 
lim |$4| < oo (P-a.s.). 
( 试 比 较 第 8 题 与 第 9 题 .) 
17. E X = (Xi,X2,…) 是 可 交换 随机 变量 的 无 穷 序 列 (参阅 第 二 章 第 5 节 第 4 题 
o- 代 数 . 
证 明 , 对 于 任何 有 界 的 博 雷 尔 图 数 9 = g(z), 都 有 
E[g(X1)| Z] = 也 |g( Xi)| Z2]  (P-a.s.). 
再 证 明 , 随机 变量 X3, Xo,:…. 关于 尾 o- 代 数 4 条 件 独 立 . 


18. 设 (Xi,… ,XN) 是 可 交换 随机 变量 的 高 斯 问 量 . 证 明 , 存在 服从 标准 正 态 分 布 
的 相互 独立 的 随机 变量 e1,.… ,sw (ei ~ N(0, 0D), 使 得 对 一 切 1 < n < N, 都 有 


N 
law 
Xs 一 a 4 bes Fc £4, 
1—1 
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19. 


20. 


21. 


22. 


82. 
. 设 6.65, 为 相互 独立 的 随机 变量 序列 . 试 运用 三 级 数 定理 , 证 明 ， 


其 中 , wb 5 c 为 某 些 常数 . 
设 (X, Xa,---) 为 可 交换 随机 变量 的 无 穷 的 高 斯 序列 . 证 明 , 存在 由 独立 同 分 
布 的 随机 变量 构成 的 高 斯 序列 (0, ei,…), 其 中 e; ~N(0, 1), i 2 0, 使 得 


Xn law 0 + beo 十 Cen， 多 之 |， 


设 &1,&2,… 为 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 , 服从 P(£ > 2) —e?, z>0. 我 
们 来 考察 事件 As = {en 2 h(n)), n 2 1, 其 中 An) 是 如 下 各 种 函数 中 的 任何 一 
种 : clnn, Inn clninn E Inn - InIn n - clnlninn. 

证 明 ， 
0, lc, 


PA, 10.1] = 
l 如 果 c « 1. 


提示 : 利用 博 雷 尔 - 坎 泰 利 引 理 . 


设 &,&2,… 为 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 ,  P(£ = 1} = P(& = 0} = 
1/2, n 2 1. 我 们 来 考察 事件 


An, = {ént1 = 1,.…， Ent log, logo n] 一 1j, n z 4. 


(a) 证 明 , P(A,, i.o.) = I1. 
提示 : 先 对 n2", m > 2, 考察 事件 A,,. 
(b) 试 求 概率 PB, i.o.}, 其 中 


B, = {én+1 = a Sn [log, n] 一 1}, n za. 


设 41, 42,… 为 相互 独立 的 事件 . 我 们 来 考察 事件 
pe 中 rcHR. 
证 明 , 对 每 个 z € R, 都 有 


P(B«;) 二 0 或 1. 


级 数 的 收敛 性 


(a) 如 果 $762 « oo (P-a.s.), 则 $76, 以 概率 1 收敛 ， 当 和 且 仅 当 , 级 数 
2 Et&nT(|é&n| « 1) 收敛 . 
(b) 如 果 级 数 $7 &, (P-a.s.) 收敛 , 则 Y^ £2 < oo (P-a.s.), 当 和 是 仅 当 


> (Eis (les] < D)) « oo. 
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2. 设 6,£,.-- 为 相互 独立 的 随机 变量 序列 . 证 明 ，》 上 < oo (P-as.), 当 且 仅 当 ， 
eR 
$E: LE < oo. 
提示 : 利用 三 级 数 定理 , 并 注意 
Dp «oo € |^ Ee21 (Es | «1)«oo H 3; PU& »1)« ool. 


3. 设 & ,2,… 为 相互 独立 的 随机 变量 序列 . 证 明 , 如 下 三 个 条 件 相 互 等 价 : 
( 级 数 ^6, 以 概率 1 收敛 . 
(i) 级 数 Y^ 6, 依 概率 收敛 . 
(ui) 级 数 > 和 ftp cS. 
提示 : 最 方便 的 做 法 是 : 依次 证 明 (0) (i) (0) 2 (0). 其 中 第 一 个 理 涵 关系 
可 由 第 二 章 第 10 节 和 定理 2 推出; 蕴涵 关系 (ii) (Gi) 需 用 反 证 法 证 明 , 并 要 用 到 
普罗 霍 洛 夫 定理 ; 为 证 蕴涵 关系 (0), 应 当 运 用 , 例如 , 埃 特 麦迪 不 等 式 ( 见 





第 22 题 ) 或 者 任何 一 个 合 运 的 不 等 式 GAUL, 斯 科 罗 截 德 不 等 式 ( 见 第 4 市 第 
3 题 ), 奥 坦 韦 安 尼 不 等 式 ( 见 第 七 章 第 3 节 第 3 题 )). 如 果 级 数 ^ 6, 依 概率 收 


Sv, 则 对 任何 es > 0, 存在 m e N = {1,2,…}, 使 得 只 要 n > m, 就 有 


max P{lSn — Sk| > e) < e. 


mts ksn 
利用 上 述 不 等 式 即 可 推出 级 数 2 6, 以 概率 1 收敛 . 


4. 试 举例 说 明 , 定理 1 和 定理 2 中 的 一 致 有 界 性 条 件 (对 某 个 ec > 0 和 一 切 n 2 1, 
有 P(I£|| € c] = ,一般 来 说 , 是 不 能 去 掉 的 . 
提示 : 考察 独立 随机 变量 序列 (£y, n 2 1), 其 中 & 的 分 布 为 


P(& =0} -1- 5, P(£ — n) - P(& - -n) - 5, n zl. 


5. 设 6,-,€, 为 独立 同 分 布 随机 变量 , EG = 0, Et2«oo. 令 和 = & 


ccÉE, k « n. 证 明 如 下 的 与 柯 尔 莫 戈 洛 夫 不 等 式 单 边 情 况 相 类 似 的 马 软 尔 
(Marshall) 不 等 式 


2 
P [nes s > s 二 di 
6. 设 6 ,£2,… 为 (任意 ) 随机 变量 序列 . 证 明 , 如 果 7 E[£,| < oo, 则 $7 e 以 
nzl nzl 


概率 1 绝对 收敛 . 


2 
E (ze 人 1 
nzl 


一 


< 》 E(£2 ^ 1). 


nl 











10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. iX 


16. 
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. 设 6,6, 为 相互 独立 的 二 阶 矩 有 限 的 随机 变量 . 证 明 , 级 数 6, TE D? B 


收敛 , 当 且 仅 当 , 级 数 Y E 6, 与 级 数 Yo D 6, 都 收敛. 


. 设 6,62, 为 相互 独立 的 随机 变量 , 级 数 Y ^ 6, P-a.s. 收敛 . 证 明 , 该 级 数 的 值 


P-a.s. 地 不 依赖 于 求 和 顺序 , 当 且 仅 当 , 37 [E (£8; |£,| € 1)| < oo. 
设 & ,£2,-… 为 相互 独立 的 随机 变量 , 有 也 上 -0,n21A 


> Elé2I(én| 和 1) +ilénlT(én| > 1)] < oo 


证 明 级 数 Y^ 6, (P-a.s.) cox 


设 41, 42,.… 为 相互 独立 的 随机 事件 ,  P(A,) > 0, n2 1, H 32 P(A4) = oo. 
证 明 , 24 n — oo 时 , 有 


Y (Aj) / Y P(A)—1 (Pas). 
j-1 j—-1 


B &1,&2,.… 为 相互 独立 的 随机 变量 , 分 别 具 有 期 望 E£, 与 方差 o2, 9£H 


, u ; ES 
lim E£,-—c, lim oo,” = oo. 
TL O0 Ti oO 


证 明 , 当 一 oo 时 , 有 


设 & ,2,… 为 独立 同 分 布 的 标准 指数 分 布 随机 变量 (P{ > z} = e-*, zx > 0). 
证 明 , 如 果 对 于 正 数 as, n > 1, 有 2 a, West, 则 级 数 P anen 不 仅 概率 
为 1 地 收敛 , 而 且 对 一 切 p > 1, 在 L? 中 收敛 
i n,1- » 为 泊 松 过 程 的 跳跃 时 刻 序列 (参阅 第 七 章 第 10 市 ), 而 ae(0， 1). 
证 明 , 级 数 rg 以 概率 1 收敛 . 
(&n)nz1 为 独立 随机 变量 序列 , 其 中 e, 服从 区 间 | 一 
Hj, (P-a.s. 地 ) 有 : 
(a) 级 数 > 概率 为 1 地 收敛 . 
(b) 级 数 2 én| = oo 
提示 : 利用 二 级 数 定理 和 三 级 数 定 理 (定理 2 和 定理 3). 
定理 3 (三 级 数 定理 ) 断言 , 对 于 由 相互 独立 的 随机 变量 上 6, 上, … 所 构成 的 级 数 
2,6 &n, 只 要 对 某 个 c > 0, 如 下 三 个 级 数 同 时 收敛 , 那么 就 有 级 数 Y, £, (P-a.s.) 


L| 上 的 均匀 分 布 . 证 
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17. 


18. 


19. 


20. 


21. 
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收敛 : 
YES, De,  ;P(ü&l?ch 
n21 nzl nzl 
其 中 en = EnI(|én| < c). 


试 举例 说 明 , 上 述 三 个 级 数 (对 某 个 c 0) 的 收敛 性 中 无 论 缺 少 哪 一 个 , 都 
会 破坏 级 数 2 £, 的 (P-a.s.) 收敛 性 . 


设 6,6, 为 随机 变量 序列 ,对 某 个 >> 0, 有 27 E" < co. 证 明 , 当 一 oa 
Hf, 概率 为 1 地 有 6, — 0. 
设 ud 人 BI P[£ = 1) = Pfe = 
-1yp-l kl 证 明 , 级 数 X ik 的 概率 分 布 为 区 间 [71, 1] 上 的 均匀 分 布 . 
E 10 4555 62 题 和 第 二 章 第 12 节 第 47 题 .) 
设 ,£6,-- 为 相互 独立 的 对 称 分 布 随 机 变量 . 证 明 , 如 下 三 个 条 件 相 互 等 价 : 

0 级 数 Y^ &, 以 概率 1 收敛 . 

(ii) 和 > 上 2 < oo (P-a.s.). 

(iii) 和 Y^ E (£2 A 1) < oo. 
i c 为 随机 变量 , 而 & 是 它 的 对 称 化 随机 变量 , JRBIE—E—£, Hop & 5 e dH 
互 独立 , H5 [Injrtg. (假设 概率 空间 足够 丰富 .) 设 4 = u(6) 是 随机 变量 6 的 
按照 意义 max (P(£ > un), P(€ < n) < 3 所 定义 的 中 位 数 ( 试 比 较 第 一 章 第 4 
节 第 23 题 ). 

证 明 , 对 一 切 a > 0, 都 有 

P{lé£— pl> a) « 2P(I£| > a) < 4P {ll > 3}. 

设 6,£2,-.. 为 独立 随机 变量 序列 , 有 


P{é, =1}=2-", P{é, =0}=1-27". 


证 明 , 级 数 > 6 以 概率 1 收敛 , 并 且 


eX -e|- II (1— 27^) » 0, 


—1 


而 
exe. H ] zs 1 M Ta -27» 
n-—1l n-—l nl 





22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


2T. 设 &, £2, 
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则 有 如 下 的 埃 特 麦迪 不 等 式 成 立 : 对 任何 es> 01 n2 1, 598 


十 Sn， mz E 


P | max max l9] » 4 < < 4 max P(lS5| > €]. 


lem 


设 上 ,ca 为 相互 独立 的 随机 变量 , 有 Et = 0, 并 且 对 给 定 的 h > 0, 有 
Ec^* coo, k—1,.,n. S, —& F c£, 1 & k & n. 证明, 对 一 切 s > 0, 
都 有 如 下 的 指数 型 柯 尔 莫 戈 洛 夫 不 等 式 成 立 : 


P| max Sk 之 :] « e "*Eec^?». 
I€k&n 


提示 : 与 证 明 柯 尔 莫 戈 洛 夫 不 等 式 类 似 , 引入 集合 4 = E max Se > e|， 
Ak —(S;«e,1&ixk—l,Sy&y2ehl&kzxn. iH EXE (Jensen) 不 等 式 得 


T" 
Ec^?» > Ech9?»p, = Y Ee 1a, > 


> e"*P(A). 

设 Y 为 随机 变量 ，(Y,,);>1 为 随机 变量 序列 , 当 n — oo 时 , 有 Y, 3, y ( 依 
分 布 收敛 )，、 又 设 (NS t > 0} 是 与 (Yi)n>1 独立 的 正 整 数值 随机 变量 族 , 有 
N, 5 oo, t 5 oo. 证明, Yu, S Y, t oc. 

AY 为 随机 变量 , (Y,);>1 为 随机 变量 序列 , 有 


Y, ^Y (P-as), n-0o, 


(N, t 2 0) 是 正 整 数值 随机 变量 族 (与 第 24 题 不 同 , 此 处 不 假定 (N; t2 0) 
与 (Yi,)nz1 独立 ). 

(a) 如 果 Ni — oo (P-a.s.), 则 Yy, — Y (P-a.s.), t — oo. 

(b) 如 果 Ni — N (P-a.s.), 则 Y, — Y (P-a.s.), t — oo. 

(c) 如 果 Ni 5 oo, 则 Yu, 5 Y, t 5 oo. 

提示 : 在 证 明 命 题 (c) 时 需要 利用 如 下 事实 : 在 依 概率 收敛 的 序列 中 存在 几 
乎 必然 收敛 的 子 列 . 
设 和 ,co 是 相互 独立 的 们 努 利 随 机 变量 序列 ， 有 P(£& = £1) = 1/2, n 2 1. 
证 明 , 随机 变量 X = i2 是 确定 的 , 并 且 其 分 布 函数 具有 密度 . 


是 相互 独立 的 伯 努 利 随机 变量 序列 有 P(í£,; =0} = 了 Pfen = 1} = 
1/2, n 2 1. X8 o. 0, b,»0,a,-b,—1,n21,2fH 


Xn = 2a5»bl^*». 
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证 明 , 如 下 各 命题 相互 等 价 : 、 
(i) IT Xn 几乎 必然 收敛 ( 亦 即 lim Ir X4 几乎 必然 存在 且 不 为 零 )， 


(ii) Ii (2 — X4) 几乎 必然 收敛 


(iii) ll anbn 收敛 . 
提示 : 在 证 明 (这 信介 时 , 应 当 分 析 Eln X, 5j DIn X,, 并 利用 三 级 数 定 
理 . 
28. 设 61,&2,… 为 独立 同 分 布 的 随机 变量 , 具有 ( 柯 西 ) 密度 函数 f(z) = tz5; 
r c R. 证明, 对 于 任何 常数 m, 都 不 能 成 立 256 Dom. 
ti—1 


29. £&,£2,--- 为 独立 同 分 布 的 随机 变量 , 有 E£; — n 和 DE&; < oo. 证 明 , 当 n 一 o0 


时 , 有 
i 23. 5 5 b^ 
Cn 1&i<ij&n 
其 中 , C2 为 由 nn 个 不 同 元 素 中 取出 2 个 的 所 有 不 同 的 组 合 数目 (= n(n 一 1)/2). 
30. 设 和 ,上 是 相互 独立 的 伯 努 利 随机 变量 序列 , 有 P(£ = 0} = P{é&, = 1} = 
1/2, n 2 1. 对 每 个 n> 1, 以 Zn 表示 在 序列 各 £4 中 所 出 现 的 连续 的 1 所 
形成 的 片断 的 最 大 长 度 . 证 明 , 概率 为 1 地 有 
im e 
n lnn 


提示 : 分 别 证 明 , 概率 为 1 地 有 lim s 214 lim « 1. 


inn 一 
31. ix €1,€2,:- 为 相互 独立 的 伯 努 利 随机 变量 有 P(£, zz: 1} = Dn; P1£, x 0) d 
l]1—pa,,mn2]1l. 
(a) 证 明 , 如 果 > PpPk+41 < oo, 则 级 数 ££, 以 概率 1 收敛 . 
(b) 令 pn = 1/n, n zl. 证 明 如 下 的 狄 厄 康 尼斯 斯 的 结论 : 随机 变量 S = 
2. Enén+1 具有 参数 和 一] 的 泊 松 分 布 . 


-l. 


$3. 强大 数 定律 


1. 证 明 , E£? < oo, 24 HM, » nP(!£| > n) < oc. 
n-—l 


y aP(E| »n)«EEC«1 14D epu > n) 


n—i 
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, 设 6,6, 为 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 . uEBH Eo 4e EUR S 2E 4€ (Marc 


inkiewicz-Zigmund) 强大 数 定律 (简称 强大 数 律 ) 的 正确 性 如 果 对 某 个 0 < 
aw<1 有 卫生 |” ja (P-a.s.); 而 如 果 对 某 个 1 < 8 < 2, 有 


El&1|? < oo, 则 有 zi : nER | (P-a.s.). 








1/8 


. 设 6,62, … 为 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 , 有 El&1| = oo. 证 明 , 对 任何 数列 


(G)n21; 都 有 


lim 
TL 








— oo (P-a.s.). 


TL 
一 一 — Qn 
Ti 


- 4. IX [8] (0, 1) 中 的 所 有 有 理 数 (在 第 4 小 节 例 2 的 意义 下 ) 是 否 都 是 正则 的 ? 
. 考察 区 间 [0, 1) 中 的 数 的 十 进 制 展开 式 w = 0.wlwsa - - 


(a) 将 第 4 小 节 中 关于 二 进 制 展开 式 所 建立 的 强大 数 律 改 述 为 适合 于 现在 
场合 的 形式 . 

(b) 在 十 进 制 展开 式 中 ， 有 理 数 是 否 都 是 正则 的 ( 意 即 当 n 一 oo 时 , 对 每 个 
i—0,1,--,9, 4H 1 t 22 166) = — 15) (P-a.s.)? 


(c) 证 明 (由 恰 姆 别 尔 诺 伊 所 提出 的 命题 ): 数 
w = 0.123456789101112 


(在 十 进 制 展 开 式 意义 下 , 参阅 例 2) 是 正则 的 , 其 中 w 中 的 小 数 部 分 由 所 有 的 
十 进 制 正 整数 依次 排列 而 成 . 


.( 埃 特 麦迪 ) 证 明 , 如 果 将 61,65, -- 相互 独立 的 条 件 换 为 两 两 独立 , 定理 3 中 的 


结论 仍然 成 立 . 


7. 证 明 , 在 定理 3 的 条 件 下 , 亦 可 成 立 依 平均 收敛 性 (E [3 — m| 一 0, n — oo). 


Qo 


QdE£&.6-- 为 独立 同 分 布 的 随机 变量 , Ej? < oo. 证 明 


1 P 
nP(|Ji|2evn) 0 和 本 


( 试 比 较 第 二 章 第 10 节 第 41 题 .) 


. 试 举例 说 明 ， 存 在 这 样 的 独立 随机 变量 序列 &,t2,…， 对 其 依 概率 存在 极限 


Jim 对 ,但 是 该 极限 却 非 以 概率 1 存在 
提示 : 考察 独立 随机 变量 序列 66, --, 其 中 名 的 分 布 为 


pire P(£, = Xn) = 


nlnn 2nlnn 





对 其 有 ES? < jLOR Y Ptleo| > n) = 1 因而 由 博 雷 尔 - 砍 泰 利 引 理 知 
P(l&£| 2n io = 1 
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10. 设 ,和 为 独立 随机 变量 序列 , 有 P(&, = xn?) = 1/2. 证 明 , 对 该 序列 有 强 
大 数 律 成 立 , 当 且 仅 当 , a < 1/2. 


11. 证 明 , 可 以 将 柯 尔 莫 戈 洛 夫 强 大 数 律 表述 为 : 如 果 &1,&2,… 是 独立 同 分 布 随机 
变量 序列 , 则 
E|f;|«oo «€ nS,— Et (P-a.s.), 
也 | 和 | 一 oo e limn Sn —oo (P-a.s.). 
证 明 , 如 果 将 独立 性 假设 换 为 两 两 独立 , 则 上 述 第 一 个 命题 仍然 成 立 . 
12. 设 6,6, 为 独立 同 分 布 随机 变量 序列 . 证 明 ， 
£n 


Ti 





E sup 
TL 





«oo €  El|&á|In* |&| < oo. 


13. 令 S, —6&-t- c6 nz 1, Kr 6&6, 是 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 . WE 
明 , 对 任何 o € (0, 1/2], 都 有 如 下 三 个 命题 之 一 成 立 : 
(a) n * 5, — oo (P-a.s.). 
(b) n^ ^5, 一 一 oo (P-a.s.). 
(c) lim n 9S, = oo, lim n *$, = —oo (P-a.s.). 
14. & S, — & FF E4, n 2 1, $9 —0, Hl 6,65, 为 独立 同 分 布 的 随机 变量 序 
5j. 证 明 ， 
(a) 对 任何 s > 0, 都 有 


3.P(|S.2ns)«oo € E&-0, E£&? «oo. 
n-—1l 


(b) 如 果 E£i < 0, 则 对 p > 1,78 
p-1 
E (sup s.) coo £& E (£7)? Loa. 
n2zÜ 
(c) 如 果 E& = 0, 而 1 « p « 2, 则 对 某 个 常数 Cp, 有 
2 pex 之 d «€ C,E|&f, 2. mex [S 2 "| < 2C, E [£i]. 
(d) 如 要 EG E 0, 0 < E£ —g? « oo 外 ， 而 M (&) = sup (Sn — n£), E> 0, 
n20 


则 有 


OR X J3:E£ —0, E£2«00, …... 一 一 译 者 注 . 





15. 


16. 


17. 


18. 


19. 
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(补充 定理 2) 设 61,62, -- 为 独立 随机 变量 序列 , 有 


P(& - 1) - P(& = -1} = z(0 - 277), 
P(£, = 2^) = P(& = -2^) = 27 (^*U. 


证 明 , 尽管 此 处 有 2; Die = oo ( 试 比较 定理 2 中 的 (3) 5), 10 (Pas 地 ) 有 


& t Én 


亦 即 仍 有 强大 数 律 成 立 (换言之 , 仍 有 (4) 式 成 立 . 我 们 指出 , 在 现在 的 情况 下 ， 
^H E£ — 0, nz 1). 


X 6,£,-.. 为 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 ,  E|&| = oo. 证 明 , 此 种 情况 下 ， 
至 少 成 立 如 下 一 种 性 质 : 


—lx- 1c 
P [n 1 CR e zl —] Ó P [un 》 €, — -| zs. 
n T0 T" 
k—1 k—1 


作为 柯 尔 莫 戈 洛 夫 强大 数 律 的 推广 , 证 明 如 下 的 洛 埃 韦 (Loéve) 的 结果 : 如 果 
6,62, 为 独立 随机 变量 序列 , 满足 条 件 


oc 


Y E |£,]?" < 


n?n 
n-—1l 


其 中 0 < an < 2, 并 且 当 1 < o, < 2 时 , 有 E& = 0, 则 概率 为 1 地 有 
i $56 0. 
i—1 


试 举例 说 明 , 存在 这 样 的 独立 随机 变量 序列 61,62, 满足 条 件 EG, —0, n 2 1, 
但 是 却 有 


提示 : 考察 这 样 的 随机 变量 6, 其 分 布 为 
P{én = -n)21-— n^?, PIS. n? 一 nàh-n?, n2l. 
W 6.6, 为 独立 随机 变量 序列 , 有 EG —0, k21. $ 
(n) €x, 如 果 [£x | < n, 
ex x 
0, ”如 果 |&k| n. 
证 明 , 如 下 的 关于 大 数 律 成 立 的 ( 柯 尔 莫 戈 洛 夫 ) 条 件 : 为 了 


n 


~ Dé 5o, 


k—1 
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必须 且 只 需 , 24 n — oo 时 , 有 


| P(l&| > n) —0, 
k—1 


Ll : 


k—1 
已 y Dé 一 0 
k—1 
试 举例 说 明 , 上 述 最 后 一 个 条 件 (尤其 在 涉及 必要 性 时 ), 不 能 换 为 条 件 : 
- RE 下 (条 


20. 设 N = (Ni)tzo 为 更 新 过 程 (参阅 第 4 小 节 例 4): Ni = b» T(T < t), 其 中 


T, — ol 十 … 十 an, ll (05)521 为 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 ， 有 Eci;—-pn,0« 
p « oo. 根据 强大 数 律 有 Nl (P-a.s.). 证 明 , 对 任何 r > 0, 都 有 


N\” 1 
s[7) 
(这 一 结果 在 1 = oo 时 仍然 成 立 , 此 时 1/5 = 0.) 
21. Bb & ,2,… 为 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 ，S", = 6-6, 而 (NO t > 0} 
是 取 值 于 集合 {1, 2,…:} 的 随机 变量 族 , 有 N, 一 oo (P-a.s.), t — oc. 
证 明 ， 
(a) 如 果 卫 | 和 ”< oo, r > 0, Bii] 


TAM —0 (P-as), too 


如 果 还 有 Ni/t 一 (P-as.), 其 中 0< 入 < oo, 则 


EN 
tir 


(b) 如 果 E|&|" «oo, 0< r « 2, 并 且 当 1<r<2 时 ,有 卫生 = 0, DU] 





一 0 (P-as) t- oo. 


0 (P-as) too, 


SN, 
(Ne)Wr 
如 果 还 有 Nt 一 入 (P-a.s.), 其 中 0< 入 < co, 则 


SON, 
tir 





一 0 (P-as), t-oo. 
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(c) 如 果 E|&| < oo, H. E£& -— p, 则 





E — pu (P-as), t— oo， 
如 果 还 有 Ni/t — A (P-a.s.), Hn 0 « A « oo, 则 
SN 


E —» BÀ (P-a.s.), t — oo. 


提示 : 为 证 (a), 可 以 利用 博 雷 尔 - 坎 泰 利 引 理 和 第 2 节 第 25 题 中 的 命题 
(a). 为 证 (b), 需 利用 马 钦 凯 维 奇 - 济 格 蒙 德 强大 数 律 (第 2 BD. 为 证 (c), 应 当 
利用 柯 尔 莫 戈 洛 夫 强大 数 律 (定理 3) 和 第 2 节 第 25 题 中 的 命题 (a). 
22. 设 f = f(z) 为 区 间 (0, oo) 上 的 有 界 连续 函数 证明, 对 一 切 a > 0 和 任何 
z > 0, 都 有 





NES kN Qs (an)* 
lim f ZIST = f(z 4 a). 
Ls ( Hi k! x 
23. A £&,£3,--. 为 独立 同 分 布 的 随机 变量 , 有 Elj&| < oo, E£& = jp， 证 明 , ?H 
n — oo 时 ,有 


In 


e Esport 


(b) no-! rk ro (P-a.s.), 其 中 0 < a < 1. 


$4. 重 对 数 定 律 
1. 设 6,£2,--- 为 独立 随机 变量 序列 , £, ~ N'(0,1). 证明， 


(a) P {而 -高 二 -1!}=1 





0, 如 果 Y'P(& > an} < oo, 


(b P{é, > an iji.o.} = l 如 果 YS P(& > as) — oo 


提示 : (a) 固定 c > 0, 证 明 , 根据 (10) 3X, (《 概 率 》 第 二 卷 p24), 对 于 事件 
A, — (£, > cV2 Inn], 有 


2 
pn € 
cv4rinn. 


由 此 , 并 根据 博 雷 尔 - 坎 泰 利 引 理 ( 当 c > 185,48 Y P(A) «oo; 而 当 0<c<1 
时 , 有 六 P(4,) = oo), 以 及 (3) 和 (4) 的 蕴涵 关系 , 即 可 推出 所 证 的 命题 . 


P(A,) ~ 
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2. 设 £6,£5,-.- 为 独立 随机 变量 序列 , 均 服 从 参数 为 > 0 的 泊 松 分 布 . 证 明 ，( 与 
和 的 值 无 关 ) 
P [is ien z 1 二 
n inn 


提示 : 考察 事件 AQ = (£; > cos), 其 中 c> 0, 而 o, = :22-. 则 当 c>1 


ln in n 
时 , 有 六 P(4.) < oo; 而 当 0<c<1 时, 有 对 P(4%) = oo. 再 利用 博 雷 尔 - 坎 
泰利 引 理 , 以 及 (3) 和 (4) 的 绚 涵 关系 . 


3. 设 &,&2,-… 为 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 , 具有 特征 函数 
Ec oe lt QO0<a<? 
(参阅 第 三 章 第 6 节 第 4 小 节 ). 证 明 ， 
P [is - ea = 1. 


设 上 ,上 …… 为 伯 努 利 随 机 变量 序列 , P(£ = 士 ]} 21/2. 令 9 = 6€ 4 £. 
证 明 如 下 的 哈代 - 李 特 尔 伍德 (Hardy-Littlewood) 的 结论 : 概率 为 1 地 有 


[Sn 
lim ———— «1. 
e V 2n Inn 
提示 : WEBB, XJ a — 0 48 A 0,78 








e 


PíS,2a)x e "^E er 


及 ch h < exp LI 推出 不 等 式 


2 


P(S, > a} < exp i-5] 


Bi a-1-e, e > 0, 并 利用 博 雷 尔 - 坎 泰利 引 理 .( 亦 可 参阅 《概率 》 第 二 卷 
p335 和 p337 中 的 图 书 文献 资料 .) 
. 验证 对 于 不 等 式 (9) 的 如 下 形式 的 推广 的 正确 性 : 设 65,6, 为 相互 独立 的 


随机 变量 , So = 0, Sy = & 6s, ki n. 则 对 任何 实数 a, 都 有 如 下 的 莱 维 
(Levy) 不 等 式 成 立 : 


C 


P | ames 5 «T u(S4 — SE) > T < 2P(S, > a], 
其 中 , í(6) 是 随机 变量 的 中 位 数 , 即 满足 如 下 条 件 的 常数 : 


max (P(£ > u(£)), P{é < u(£)) < 3. 





e 


10. 
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(关于 中 位 数 的 各 种 不 同形 式 的 定义 可 见 第 一 章 第 4 节 第 23 BHL) 
提示 : 
T—inf {0 < kx n: Sk 二 (Sn — Sx) > aj, 
RrB,info-—-n-4l1H 


lw 1 
之 -一 一 一 一 一 ica 
Pi(S,^a)2 2 2,PÜ k) ;P [ama (5i A(S4 — Sy) > J 


QYE6, £6. 为 相互 独立 的 随机 变量 , EG -—0,1«icn. & Sy —£&4 6. 


证 明 , Xf a > 0, 有 


P [ mex. Ss > a) < 2PlS, > e— E|S,l). 


. 设 上 ,各 为 独立 同 分 布 的 随机 变量 , 有 E&1 = 0, o? — E£2 < oo 和 |&i| « 


c (P-a.s.), i€ n. 令 S, —£-----£,. 证 明 , 对 一 切 0< zx<2c-!1, 都 有 


2 2 1 
Eec??^ x up [s . 


在 上 述 条 件 之 下 , 再 设 存在 实数 序列 (a4), 34 n — oo 时 , 有 as / /n 一 oo 
和 an = o(n). 证 明 , 对 一 切 s > 0 和 充分 大 的 n, 都 有 


2 
Cn 





P{Sn > a4] > exp 全 Dr 


T 


. 设 6,6, 为 独立 同 分 布 的 随机 变量 , 有 Ec; —0, l| < c (P-as), i < n. * 


D, — Y; D&. 证 明 , 对 于 S, = & c 6s, 有 如 下 的 普罗 霍 洛 夫 不 等 式 成 立 : 
i—l 





P(S, > a) < exp | - 5. resin 7 b a € R. 


. 设 6,6, 为 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 , 对 某 0 « o < 2, 有 E|£&i|* = oo. 证 


HH, (P-a.s. 地 ) 有 





-- OQ. 
pnl/« 


(由 此 重 对 数 律 不 成 立 .) 
设 上 上 为 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 ， 有 Et, = 0, E2—- 1. ^ 5, = 
5 r£, n2 1. 证 明 , 随机 变量 序列 





Ge 
2nlninn/ 451 
的 极限 点 集 概 率 为 1 地 重合 于 区 间 (—1, 1]. 
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li. 


12. 


13. 


14. 


15. 
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设 &1,&2,… 为 相互 独立 的 随机 变量 序列 , 均 服从 正 态 分 布 N(m, e?). 令 


~ Le 
试 由 上 题 的 结果 推出 : 随机 变量 序列 





mia —m 
(nien)... 
的 极限 点 集 概率 为 1 地 重合 于 区 间 [—c, e]. 
Wt &,£5,--- 为 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 , 具有 连续 的 分 布 函 数 F(x), x € R. 
记 
bru) ~ Ts «z), TER 
k=1 

为 经 验 分 布 函 数 , n > 1. 


证 明 , 概率 为 1 地 有 
V sup Fs (z; w) — F(z) 
NO m = sup F(z)(1 — F(z)). 
A 上 上 为 独立 随机 变量 序列 , 具有 指数 分 布 P(£; > zx} = 67, z 20. iX 


以 博 雷 尔 - 坎 泰 利 引 理 中 的 断言 作为 基础 ( 亦 可 参阅 第 1 节 第 20 BH), 证 明 , 概 
率 为 1 地 有 
u 一 一 上 — Inn — Ininn 
n Inn ox Ininn : lir 





— ]. 
Iinininn 


如 果 随 机 变量 的 分 布 为 P(£ > zj 2e, z20, 其 中 入 > 0, 那么 上 述 结 
果 有 什么 可 以 看 得 见 的 变化 ? 
设 & ,2,… 为 独立 随机 变量 序列 , 具有 指数 分 布 P{&; > z) e", 20, 其 
中 和 > 0. 证 明 , 如 果 M, = max (&1，,… ,65), 则 有 

M, : én_ 
lm 一 Jn = lim —— TYPem (P-a.s.). 

ix ET 为 相互 独立 的 随机 变量 ， id $90, S, — £4. 
Bj, 

(a) (补充 第 5 题 ) 我 们 有 


P | mex Sy + (Ss — S.) > J < 2P(IS,] > a], 


其 中 , AS) 是 随机 变量 的 中 位 数 . 
(b) 如 果 £i, ---, 6s 同 分 布 并 且 对 称 , 则 有 


e "P(l£t1l2z) c < 
1 一 e «P | mex. l£k| > = < 2P{1 9 | » x). 


T £k, k € n. 证 





16. 


17. 


$5. 
. 试 证 明 不 等 式 (8) 与 (20). 


ph 


it 
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设 6,6. 为 相互 独立 的 随机 变量 , 记 Sk —6 十 … 
下 的 斯 科 罗 鹤 德 不 等 式 : 对 任何 e > 0, 都 有 


^£, kn. 证 明 如 


2 < i is : 
P | mx. 5. 2 2 | < Bin PtlSn Sk| < £j - P(flS4| 2 €). 


提示 : 考察 停 时 7 = inf {1 <k < n: [S4 > 2e) (4 inf g — n-c 1), 并 采用 


第 5 题 中 的 证 明 思 路 . 
设 上 ,€. 为 随机 变量 , 记 Sk = 十 +5,1<hk<n. 证 明 , 对 任何 s 0, 
都 有 


P (mex > < 2P [mar ISk| 2 i 


1<k< «k« 


而 如 果 随 机 变量 6... -- 6, 相互 独立 , 并 且 都 服从 对 称 分 布 , 则 对 任何 = > 0, 都 
有 


P [max lel 2 | < 2P {lS > z]. 
强大 数 定律 的 收 和 敛 速 度 和 大 偏差 概率 
提示 : 令 & 二 —£, 首先 证 明 


H(a) = sup[aA — (4)] = H(-a). 


再 利用 不 等 式 (7). 


. 证 明 , 在 集合 A( 参 阅 (5)) 的 内 部 , 函数 V(A) 是 下 凸 的 (如 果 随 机 变量 & dE 


化 , 则 是 严格 凸 的 ), 并 且 无 限 次 可 微 . 
提示 : 令 入 , = inf A, 入 = sup A, 证 明 (在 条 件 (3) 之 下 , 有 ) 


—ooX A, «0« A* € oo, 


并 且 在 区 间 (A., A*) E, 函数 o(A) = 了 ex 无 限 次 可 微 . 至 于 v0) 
Pr, 可 由 赫 尔 德 不 等 式 得 出 . 


= Iny() 的 


. 在 随机 变量 c 非 退 化 的 假定 之 下 , 证 明 H(a) 在 整个 实 直 线 上 可 微 ,并且 是 (下 ) 


Pp. 
提示 : 确认 
Ma — (A. ), 如 果 a < a,, 
H(a) = « aAo(a) — v(Ao(a)), 如 果 a, «a «a^, 
A*a — sj (A*), 如 果 aa". 
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RB, v(4) = In e), 而 
a. — lim YON), ao’ = lm YON). 
(A. 与 A* 的 定义 见 上 题 提示 .) 
4. 证 明 如 下 的 关于 克拉 默 变 换 的 反 演 公式 : 
v(X) = sup Ma — H(a)] 


(对 于 所 有 的 A, 至 多 去 掉 集 合 A = (A: v() < oo) 的 端点 ). 


5. 设 上 ,和 -- 为 独立 同 分 布 的 简单 随机 变量 序列 , 有 Et < 0, Pf& > 0} > 0. 
id $,—£14--6,n21. $ q(A) = Ee 和 inf (A) — p (0 « p « 1). 
证 明 如 下 结果 (3E X (Chernoff) 定理 ): 


lim InP($, 20) — Inp. («) 
n n 


6. 利用 (*) 式 证 明 , 在 伯 努 利 场合 (P{&1 21) 2», P{&1 =0}=9), 对 p<z<1, 
有 
lim ~ In P(S, > nz) = —H(2), T 


其 中 ( 试 比较 第 一 章 第 6 节 中 的 记号 ) 


1—z 
] 一 





H (x) - zin 5 4 (1— z)ln 
p 


7. 设 6,£2,-- 为 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 ， 有 E&i = 0，D8& = 1. $8, = 
& bo bE n 21. 又 设 (zn)n>l 为 数列 , 4 n — oo E, s oo II 2 — 0. 
证 明 ， 
P(S, »z,Vn)-e $*w), 
其 中 y, 一 0, n — oo. 
8. 利用 (**) 式 证 明 , 在 伯 努 利 场合 (P(£1 —1) = p, P(£& = 0} = 9), 有 : 
(a) 对 于 p<z<l 和 zn =n(z 一 p), 有 


P{Sn > np+zn} =exp{—nH (p+ 2 (1 o()]. (x x x) 
(b) 对 于 z = a4 /npq, 其 中 a4 一 oo, 中 — 0, 有 


zs 
2npq 





P(S, 2 np+ Tn} = exp [- (1 十 1) (ako) 


试 比较 Gee) 式 与 (****) 式 , 并 将 它们 与 第 一 章 第 6 节 中 的 结果 进行 比较 . 





10. 


11. 


12. 


13. 
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. W 6,6 为 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 ， 具 有 柯 西 分 布 ， 甚 密度 函数 为 


f(z) = zuizs, Z & RR. 证 明 ， 


. ] EU 
lim PI; max fk « Z$-—e€ 7e. 
n—oo Ty, 1x ken 


设 £62, -- 为 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 , 有 Ej£i| < oo. 证 明 ， 


E LE (max. l.l) = 
( 试 比 较 第 3 节 第 8 题 中 的 结果 .) 
i 上 为 随机 变量 , 有 Et =0 和 a < € « b. 证 明 , 对 每 个 h > 0, 都 有 和 矩 母 函 数 


René < es^ (b-ay 


提示 : e" 是 z PUE. 
设 6 …… ,tn 是 独立 同 分 布 的 伯 努 利 随 机 变量 , 有 P(£1 = 1 = p, Pf{&1 = 0} = 


q,p*q—1. id S, — & £4. 斌 证明 如 下 的 切 尔 诺 夫 不 等 式 : 对 于 zy> 0， 
有 


PiS5,—np2nz)« e 2a 


P(|S, — np| 2 nz) « 2e?"*'. 
提示 : 在 这 里 , 以 及 在 下 面 的 若干 习题 中 , 都 应 当 利 用 伯 思 斯 坦 不 等 式 : 
PiS,2y)*&« e ^VEe^?n y 20, h 20. 


WEBB, 在 上 题 中 的 条 件 下 , 事实 上 还 可 以 有 更 强 的 结论 成 立 , 即 有 如 下 的 关于 最 
大 值 的 不 等 式 : 


" —2nz? 
P | mex (5s kp) 2 nc «Ke 
—2na? 
P | mex. [Sk — kp| 2 ne| « 2e ， 
提示 : 利用 指数 型 的 柯 尔 莫 戈 洛 夫 不 等 式 
zo —heqa 4, h(8S5 —np) 
P | mex (5i kp) 2 | «e Ee 


(参阅 第 2 节 第 23 题 ). 


14. 设 上 ,全 是 相互 独立 的 (不 一 定 同 分 布 的 ) 取 值 于 区 间 [0, 1] 的 随机 变量 . 


$ S,—-&6 o 6S iE po ER, qo l- p. 
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15. 


16. 


17. 
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证 明 , 对 所 有 的 0 < z < q, 都 有 
P(S, — ES, 2 nz] « e"* (9, 
其 中 








e"P(S, 2 y) < Ee"? = Ee^?»-1Ee 5 
< Ee^*^ (1 — p - pe^) < < (1— p pe^)", 
再 选择 恰当 的 h > 0. 


在 上 题 中 的 条 件 下 , 证 明 如 下 的 霍 夫 丁 不 等 式 , 它 是 第 12 题 中 的 切 尔 诺 夫 不 等 
式 的 推广 : 对 于 z > 0, 有 


P($,— ES, > nr} < eg n 
Pí|S, — ES,| 2 nz) « 2e ?^*. 


提示 : 注意 到 (xz) < —22z?, 并 利用 上 题 中 的 结果 . 


设 &,.… ,én 是 在 区 间 [0, 1] 中 取 值 的 相互 独立 的 随机 变量 . 证 明 , 对 任何 s > 0, 
都 有 如 下 的 不 等 式 成 立 : 


P1 Sn < (1— e)ES, | < exp |-3à^5s.| ; 
Pp{5, > (1+ e)JES, | < exp [- t 4 e)In(1-- 6) — sJES, | 


em Ca) 


提示 : 为 证 前 一 个 不 等 式 , 可 利用 第 14 题 的 结果 , 注意 v(—zp) € —pz?/2, 
0 入 z < 1. 为 证 第 二 个 不 等 式 , 可 利用 关于 第 14 题 的 提示 , 由 它 可 以 得 到 


P(S, — ES, 2 nz) « [e'**9^(1 — p+ pe^|^. 


ux £1, ;Én 为 相互 独立 的 随机 变量 ， 有 Qi X 6i < b;, 其 中 Qj, b; 为 常数 ， 4 一 
Ies ,n. A Sn 一 61 spe Ts: 为 推广 第 15 题 中 的 霍 夫 丁 不 等 式 ， WE BH, 对 
z 20, 


P(S, — ES, > z) < exp 1- > (b. — 22 , 
k—1 


P(|$ — ES,| > z) < 2exp {-2 > i 2 
k—1 





18. 


19. 


85， 强 大 数 定律 的 收敛 速度 和 大 偏差 概率 . 221 . 
提示 : 利用 第 11 题 中 的 不 等 式 , 由 该 式 可 以 推出 
P[5,- ES, > x] < ehrBer(Sn-ESn) c exp {= 十 zn »»0 一 | ] 
k—1 


然后 再 选择 恰当 的 h. 


(大 偏差 ) 设 (&%,)n>1 是 相互 独立 的 标准 正 态 随机 变量 序列 (Law (£.) = N(0, 1). 
令 S,—£Éi4 ES n 2 1. 证 明 , 对 一 切 A € Z(R), 都 有 


1 - 2 
lim PIT eA - cem inf Iz ze 4} 
n—o0o TL Ti 2 


(如 果 f(z) 是 在 (R, Z(R)) 上 给 出 的 实 值 博 雷 尔 函 数 , 那么 就 将 ess inf (f (2) : 
rc A) 理解 为 sup le cR: Aífzc A: f(z) «c] — 0), 其 中 和 是 勒 贝 格 测度 : 
试 比较 第 二 章 第 10 节 注 3 中 关于 上 确 界 存在 性 的 定义 .) 


PS eal - Vu f e "9 /2d7 

A 

在 n — oo 时 的 极限 性 状 . | 

B 5= (65,6) 为 高 斯 向 量 , 有 Et; —0, i — 1,.… ,n. 证 明 


1 
"d Lu MN 
Mm. o? "s [max Si > | 9g? 


提示 : 首先 证 明 , 对 一 切 r 2 0, 都 有 


2 
P4 max £j 2 E max & -or* «e /? 
| max & 2 lcicn & + n ; 


其 中 0o = max (E£2)7, 然后 再 证 , 对 一 切 1 < i € n, 都 有 


| al Y. xp{-7/(202)} 
P mec &or) P^ Hc dE E78 














第 五 章 5m (狭义 ) 平稳 随机 序列 与 遍历 


81. 
. 设 荆 是 保 测 变换 , £ = t(w) 是 随机 变量 , 有 数学 期 望 Bt(w) 存在 . 证 明 , E£(w) = 


理论 


强 (狭义 ) 平稳 随机 序列 . 保 测 变换 


Eé(Tw). . 
提示 : 如 果 & = I4,，A € 多 , 则 由 保 测 变 换 的 定义 知 等 式 EE(w) = E£(Tw) 
成 立 . 根据 线性 性 质 , 知 该 式 对 于 形 如 》 AuIAQ Ax c 多 的 随机 变量 6 也 成 


ir. 接 下 来 就 应 该 利用 数学 期 望 的 结构 和 (关于 € > 0 的 ) 单调 收敛 定理 . BUS. 
对 于 一 般 情 况 , 利用 表达 式 上 一 e+ -~ 即 可 


. 证 明 , 例 1 和 例 2 中 的 变换 T 是 保 测 变换 ®@. 


提示 : (关于 例 2) 如 果 A = [a, b) € [0, 1), 则 对 这 样 的 A, 等 式 P(4) = 
P(7-14) 显然 成 立 . 对 于 一 般 情 况 , 令 
A = (Ae A([0, 1) : P(A) = P(T^14)), 


(运用 “恰当 集合 ”方法 ) 证 明 , M = (0, 1)). 


. 设 Q=fol), 多 = 多 (|0, 1)), 而 了 是 某 个 具有 连续 分 布 函数 的 概率 测度 . 证 明 ， 


变换 Tx = Az, 0 < 入 < 1 和 变换 Tx — zx? 都 不 是 保 测 变换 . 
提示 : 由 于 测度 P 的 分 布 函 数 连 续 , 所 以 可 以 找到 wb c (0, 1), 使 得 
2 


P(oa)-z, P(95)-. 


中 在 本 章 中 , 一 律 假定 概率 空间 (0, 9, P) 是 完备 的 ， 
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利用 这 一 性 质 , 即 可 证 明 Tx = Ax (0 « A « 1) 与 Tz = z2 都 不 是 保 测 变换 . 


. 设 Q 是 所 有 两 端 无 限 的 实数 序列 w = (… , w_1, wo, 01, …) 的 集合 , 多 是 由 


可 测 柱 集 (o: (wks Uk n—1)) € B4, En 12 ; kK-0,EL 42, , 
B, € 4(R"), 所 生成 的 co- 代数 . 设 P 是 可 测 空 间 (Q, 多 ) 上 的 概率 测度 . 定义 
两 端 变换 T 为 


T(---,w-1, wo, Q1, e)-6(6-e , Q9, 01, 02, es) 


ERR, T 是 保 测 变换 ， 当日 仅 当 ， 对 一 切 7L 一 1 2 k= 0, 土 1, 士 2, 和 
B, € 4(R?), 都 有 


Piu : (uo, LR, Un—1) € B4! 一 Pf{w : (wx, Ld" Uk--n—1) € B4. 


. 设 6o 6, 是 取 值 于 某 个 博 雷 尔 空间 S 的 平稳 随机 元 序列 (参阅 第 二 章 第 7 


节 征 义 9) 证 明 , 可 以 (允许 是 在 增 广 后 的 原 概 率 空间 上 ) 构造 出 一 个 也 取 值 
T ó 的 随机 元 序列 € 1, 2 ttg 使 得 两 端 无 限 的 序列 dodo £1, £o, €. d 是 平 
稳 的 . 


. 设 工 是 概率 空间 (Q, 多 , P) 上 的 可 测 变 换 , e 是 o 中 的 子 集 所 组 成 的 生成 多 


的 +- 系 ( 即 r(E) = 多 ). 证 明 , 如 果 等 式 P(T-14) = P(A) 对 所 有 A € & Rr, 
则 它 对 所 有 A €. 都 成 立 . 


. 设 了 是 概率 空间 (9?, 多 , P) 上 的 保 测 变换 , 9 是 多 的 子 o- 代 数 . 证 明 , 对 于 每 


^ Ae 多 ,都 有 
P(A|d4)(Tv) = P(T 417 IY)(w) (P-a.s.). (*) 


特别 地 , 如 果 Q = R9, 即 由 数列 w = (wo, wi, wa, … ) 所 构成 的 空间 , 而 £k (w) = 
Uk. 设 了 是 移 步 变换 : Two wi,…) = (wi, wz, …)( 换 言 之 , 如 果 总 (wo) = ux, 
则 £c (Tw) = wx,i). 那么 , 此 时 (*) 式 具 有 如 下 形式 : 


P(A|£)(Tw) = P(T- A|&si)(w)  (P-as.). 


. WT A (0,9) 中 的 可 测 变换 , 2o 是 了 所 能 保持 测度 P 不 变 的 所 有 概率 测度 


P 的 集合 . 证 明 ， 

(a) 集合 多 是 凸 的 . 

(b) T 天 于 测度 P 是 遍历 的 , 当 且 仅 当 , P 是 集合 多 的 边缘 上 的 点 ( 亦 
Bl, P 不 能 表示 为 P = AP, + XP， 的 形式 , 其 中 和 > 0 X > 0 Ni EA — 
1, P, Z Pj, Pi, P; € 2). 


. 设 了 是 概率 空间 (0, 多 , P) 上 的 保 测 变换 , 而 《= £(w) 是 某 个 随机 变量 . 证 明 ， 


€ = E(w) 是 几乎 不 变 的 随机 变量 ( 亦 即 E(w) = £(Tw) (P-a.s.)), 当 且 仅 当 , 对 每 
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. 证 明 , 随机 变量 上 是 不 变 的 , 当 且 仅 当 , 它 是 7 可 测 的 . 
. 证 明 , 集合 4 是 几乎 不 变 的 , 当日 仅 当 , P(T-1 AMA) = 0. 


ie 


iE 


后 
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个 有 界 的 多 @ 多 (RR) 可 测 的 函数 G(w, x), 都 有 
EG(w, £(w)) = EG(Tw, £(w)). 
提示 : 首先 考察 形 如 G1(w)G2(z) 的 函数 G(w, zx). 


遍历 性 与 混合 性 


证 明 , 如 果 x 是 几乎 不 变 的 随机 变量 (HD X(w) = X(Tw) a.s.), 则 存在 
不 变 的 随机 变量 X = 和 (w)( 亦 即 对 一 切 we 0, 都 有 X(w) = X(Tw)),, 使 得 
P{X(w) = X(w)) — 1. 


. 证 明 , 变换 了 是 混合 的 , 当日 仅 当 , 对 任何 满足 条 件 Et? < oo 与 Eg < oo 的 随 


机 变量 与 m, 都 有 
E£(T^w)n(w) 一 E£(w)En(w), n- oo. (*) 
提示 : 如 果 7 = FE = Ig, 则 性 质 («) 就 是 混合 的 性 质 . 而 L2? 中 的 每 个 
随机 变量 上 与 y 都 可 以 (在 L? 中 的 距离 之 下 ) 用 示 性 函数 的 线性 组 合 逼 近 到 


精确 度 为 任意 的 e > 0 的 程度 . 有 鉴于 此 , 不 难 由 混合 的 性 质 推出 所 要 证 明 的 数 
学 期 望 的 收敛 性 . 


. 试 举例 说 明 , 存在 保 测 的 遍历 变换 不 是 混合 的 . 


提示 : 考察 Q = (a, b), P(fal) = P((5]) = 1/2, 而 变换 T 则 定义 为 Ta = 
b, Tb — a. 


. 设 工 是 概率 空间 (0, 多 , P) 上 的 保 测 变换 . 设 of f O 的 某 个 子 集 类 , 有 o() = 


多 . 假设 定义 4 中 的 关系 式 
lim P(An T-^B) = P(A)P(B) 


BOW A, B € o 成 立 . 证明, 该 性 质 对 多 = o(of) 中 的 所 有 4 5 B 都 成 立 . 
再 证 明 , 如 果 o 是 使 得 多 = (e) 的 六 系 , 则 上 述 断 言 仍然 成 立 . 


. 设 (0,.2) = (R9, Z(R9?), 而 对 于 w = (zxiz2,--), 变换 T 是 移 步 变换 : 


T(zi,z2,::.) — (zz,z3…)， 证 明 , 每 一 个 不 变 集 合 都 是 “ 尾 的 ” (换言之 , 不 
变 集合 的 o- 代 数 7 属于 “ 尾 ”o- 代 数 X = 站 多 %, 其 中 多 = olw : 
zn, Tn+1,"… )). 试 给 出 不 是 不 变 的 “ 尾 ” 事 件 的 例子 . 
试 分 别 给 出 (Q, 多 , P) 上 的 保 测 变 换 T 的 例子 , 使 得 

(a) 由 Ac. 根本 推 不 出 TAe 多 . 

(b) 由 Ae 多 与 ThAe 多 根本 推 不 出 P(A) = P(TA). 
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83. 遍 历 性 定理 


1. 设 上 = (&1,&2,…) 是 平稳 的 高 斯 序列 ， 有 Et = 0 WU R(n) = 
Etiinéx， 证明, 条 件 R(n) 一 0 是 使 得 与 c 相应 的 保 测 变换 为 混合 的 (因而 
也 是 遍历 的 ) 的 充分 条 件 . 

提示 : 如 果 A — (w: (人 6) € Ao, B — (w: (& £s, ) € Bo), 而 
B, — (w : (Én,£n41,-:-) € Bo], 则 应 当 证 明 


P(An B4) 9 P(AJP(B), n oo. 


该 性 质 的 证 明 步 又 如 下 : 
(i) (根据 给 定 的 s > 0,) 找 出 m e N = {1,2,.…} 和 集合 ho € Z(R"), Bo € 
多 (Rm), 使 得 
P(AAA)«e, P(BAB)«s, 
其 中 4= 世 : (全 加) € Ao B (w: (£s ,Em) € Bo). 
(ii) 再 找 出 开 集 Ao c (R7) 和 Bo c Z(R7), 使 得 集合 


A -— (w: (&,--,6u) € Ao) 和 Bw: (65, 6n) € Bo] 
满足 条 件 
P(AAA) «e, P(BADB)c«s, 
从 而 就 有 P(AA A) < 2c, P(BAB) < 2c. 
(iu) 由 平稳 性 知 ， 对 于 集合 Bs — {w : 
P(B, ^ B,) < 2c. 


(iv) 设 P 是 随机 向 量 (&1,… , 6) 的 分 布 , 而 Qu 是 随机 问 量 (£1, En, 
£n; mc ; Én--m-1) 的 分 布 ， 则 有 


(£n, ; nm -1) E Bo], 也 有 


R(n —0 => Q,SPGP, noo. 
(v) 根据 第 三 章 第 1 TEE 1, 可 以 由 (iv) 得 出 
limP(A A B,) > P(A)P(B). 
结合 已 证 的 关系 式 P(AAA) «2c 5 P(B,A B,) «2e, 可 得 
limP(A N Bn) > (P(4) — 2e)(P(B) - 22) — 4e, 
由 此 并 由 e > 0 的 任意 性 , 即 得 


limP(A n Bn) > P(A)P(B). 
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(vi) 可 类 似 证 得 
limP(A 1 B4) « P(A)P(B). 


(不 过 , 应 当 将 选取 开 集 Ao 和 Bo 改 为 选取 闭 集 .) 
2. 证 明 , 对 于 任何 由 独立 同 分 布 的 随机 变量 所 组 成 的 序列 上 = (£1, £2, --), 与 其 相 
应 的 保 测 变换 都 是 混合 的 . 
提示 : (首先 指出 , 在 现在 的 情况 下 , 序列 的 遍历 性 可 以 直接 由 “0 一 1 律 ” 推 
出 .) 为 证 混合 性 质 , 可 按 下 述 步骤 进行 : 


(i) 令 
A={w: (&,6£2,--) € Aoh. B= (w: (&,€5,---) € Bo), 


其 中 Ay Bo e 多 (R”). 根据 所 取 的 。 > 0, 找 出 m e N = {112,…:} 和 集合 
Áo Cc ZR), 使 得 对 于 集合 A lw . (&, B iem) € Ao), 有 P(AA A) «t€ 
(ii) 再 令 


B, P iw . (TENE " :) € Bo. 


那么 , 当 n mm 时 , 就 有 
P(An B,) 2 P(A)P(B,) = P(A)P(B). 


(ii) 试 推出 [P(A Q1 Bs) - P(A)P(B,)| < 2e, VAR? n — oo Bf, 7f P(An 
B4) — P(A)P(B,). 


3. 证 明 , 平稳 序列 上 是 遍历 的 , P4 ELBOM, 对 任何 B € Z(R*), 天 = 1,2,… ,都 有 
~ 》 Ip(é, 2E ; Cir k-1) 一 一 Pl1(£&, ad , £k) c B) (P-a.s.). 


提示 : 为 证 必要 性 , 我 们 以 Q 表示 序列 € = (£u 6s, -) 的 分 布 (8 是 Ro 
上 的 测度 ). 令 了 为 移 步 变换 : 


T: x—(z1,22,5-.) € R? — z' = (22,23, --) ER™. 


还 应 该 对 天 = 1,2,…… ,引入 图 数 f: (m,25-)€R?9 I((xi,-;--,z4)e€B)e 
R, 并 将 遍历 定理 ( 伯 克 霍 夫 -六 钦定 理 ) 用 于 该 函数 ; B e Z(RF*). 

为 证 充分 性 , 应 当 证 明 所 引入 的 变换 D 是 遍历 的 , 换言之 ，9 中 的 每 个 集 
合 ( 即 不 变 集合 ) 的 测度 都 是 0 或 1. 
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性 质 
一 2» 6) € B) 2 P((,---,6) € B). (P-as) 
意味 着 对 每 个 形 如 {(z1,… ,zk) € B), Be Z(R*) 的 集合 Ac (R9), 都 有 
Ly Lr) QU) (Qus), 


i—1 


该 式 与 遍历 定理 (IB UR AC APOERE) 中 的 断言 一 起 蕴涵 Eo (I4| 7) = EglA 
(Q-a.s.), 这 就 表明 , 每 个 形 如 {(zx1,… ,zk) € B) 的 集合 4 都 与 多 独立 , 其 中 
B < 多 (R*). 再 运用 “恰当 集合 ”方法 , 证 明 


A —- (Ae (R9): 4 与 £g 独立 } | 
重合 于 多 (R”). 最 后 , 再 由 此 推出 7 与 7 独立 , 从 而 任何 不 变 集合 的 Q 测 
度 都 是 0 或 1. 这 就 确立 了 变换 CT 的 遍历 性 , 也 就 意味 着 序列 £ 具有 遍历 性 . 


4. 假设 在 可 测 空间 (Q, 多 ) 上 给 定 了 两 个 概率 测度 P IP, 关于 它们 的 保 测 变换 
T 是 遍历 的 . 证 明 , 或 者 有 P = P, 或 者 有 PLP. 


5. 设 了 是 概率 空间 (Q, 多 , P) 上 的 保 测 变换 , xx 是 9 的 某 个 子 集 类 , o() = 
多 . 今 


i 一 33 IA (Tew). 


证 明 , 变换 T 是 遍历 的 , 当 且 仅 当 , 下 列 条 件 之 一 成 立 : 
(i) 对 任何 A € er, 都 有 
I 5 P(A). 


(ii) 对 任何 A, B € e, 都 有 
, lim. - Y P(AnT-^*B) = P(A)P(B). 
k=0 
(ii) 对 任何 A e 多 , 都 有 
I 5 P(A). 
6. 设 7 是 概率 空间 (Q, 多 , P) 上 的 保 测 变换 . 证 明 , 变换 T (关于 P) 是 遍历 的 ， 


当 且 仅 当 , 在 (0, 多 ) 中 不 存在 测度 P z P, 使 得 已 < P, 并 且 关于 测度 P, T 
是 保 测 变换 . 
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7.( 伯 努 利 移动 ) 设 5 是 某 个 有 限 集合 ( 记 S = {1,2,… 


10. 


Ll. 
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,N)), 而 9 = 5% 是 由 序 
列 w = (wo,u1,::-) 所 构成 的 空间 , 其 中 wi € S. 令 £x(w) = wx, 并 且 和 定义 移 步 
变换 T(wow…) = (wi, 02,7 :-), 如 果 用 £o, 61, … 来 表示 , 即 如 果 ex (w) = ux, 

则 有 SR (Two) - = wk+1. 假设 在 集合 {1,2,:… ,N) 中 的 元 素 i 处 赋 给 一 个 非 负 实 
数 p;, 使 得 x pi 二 1 ( 亦 即 数组 pi, pz,… ,pw 形成 一 个 概率 分 布 ). 利用 这 个 定 


义 , 可 以 在 空 s 间 (S^, 4(s7)) 中 给 出 一 个 测度 P (参阅 第 二 章 第 3 10): 


P{w . (t1, -— , Uk) — (ui,- A , Uk )} 二 

换言之 , 以 保证 随机 变量 £o(u),£1(w),--- 的 相互 独立 性 为 原则 来 引入 概率 测度 

P. 关于 这 个 测度 P, 移 步 变换 了 就 称 为 伯 努 利 移动 , 或 称 为 伯 努 利 变换 . 
证 明 , 伯 努 利 变 换 具 有 混合 性 质 . 


. 设 了 是 概率 空间 (0,.2, P) 上 的 保 测 变换 . 记 T7 ^.7 —(T7"A: Ae 多 }. 我 


们 称 c- 代 数 _ 
- (| T-"4 
n-—1l 
是 平凡 的 (P- 平 凡 的 ), 如 果 多 _。 中 的 每 个 集合 的 P 测度 都 是 0 或 1. 具有 平 


凡 的 -代数 7 us 的 变换 了 EROR XO EAR. 证 明 , 柯 尔 莫 苹 洛 夫 变换 
具有 遍历 性 , 并 且 具 有 混合 性 质 . 


. 设 1 和 p<oo, 而 了 是 概率 空间 (OQ, 多 , P) 上 的 保 测 变换 . 设 随机 变量 £(w) € 


L? (Q, £, P). 
使 得 


p 


Lena —mn(w) —0, n- oo. 


关于 正则 性 的 博 雷 尔 定理 断言 (第 四 章 第 3 3545] 2), 区 间 [0, 1) 中 的 数 w 的 二 
进 制 展开 式 中 的 0 和 1 的 比例 (关于 勒 贝 格 测度 ) 几乎 处 处 收 伍 到 1/2. 试 通过 
考察 按 如 下 方式 所 定义 的 变换 全 : [0, 1)  [0, 1): 


T(w) —2w (mod 1), 


并 利用 遍历 定理 1, 证 明 这 一 断言 . 
如 同 第 10 题 , 设 we [0, 1). 我 们 来 考察 这 样 的 变换 下 : [0, 1) 一 [0, 1): 


如 果 w = 0, 


0， 
| Izh 如 果 w zz 0, 
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其 中 , {xz} 表示 实数 z 的 小 数 部 分 . 
证 明 , 该 变换 T 保持 区 间 [0, 1) 上 的 按照 如 下 方式 定义 的 高 斯 测度 P = 
P(-) 不 变 : 
P(A) = ns/ T A € A0, 1)). 
i2. 试 举例 说 明 , 关于 “增长 性 ”的 泊 松 定理 (第 1 节 第 3 小 节 ) 在 无 限 维 可 测 空间 
中 可 能 不 成 立 . 
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81. 协 方差 函数 的 谱 表示 


h 


. 试 由 (11) 推出 性 质 (12). 


提示 : 所 要 求证 明 的 性 质 可 以 通过 适当 选择 的 数值 如 au, 1< kn 
得 到 . 例如 , 如 果 取 m-—2, t4 —0, t2—n, 则 可 得 到 不 等 式 


(lai |* 十 [a2|^) R(0) 十 a185 R(—n) 十 da2R(n) 之 0. 


如 果 在 此 取 au = az = 1 B al = 1, ao — ?1 并 考虑 到 R(0) € R = (—oo, oo), 则 
可 得 到 R(n) + R(—n) € R HI i(R(n) 十 R(—n)) € R, 从 而 意味 着 R(—n) = R(n). 


. 证 明 , 如 果 由 (27) 式 所 定义 的 多 项 式 Q(z) 的 所 有 0 点 都 在 单位 圆 之 外 , 则 目 


回归 方程 (24) 有 , 并 且 只 有 一 个 , 平稳 解 可 以 表示 为 单 问 滑动 平均 的 形式 . 


. 证 明 , (22) 与 (24) 中 的 谱 函 数 序列 分 别 具 有 如 (23) 和 (29) 式 所 给 出 的 密度 . 


提示 : 关于 对 (23) 式 的 证 明 , 需要 按照 如 下 方式 进行 : 首先 断言 R(n) = 
as y, 然后 验证 R(n) = f^, e?" fO)dA, 其 中 J(A) 由 (23) 式 所 给 出 . ( 采 
-—Ü 
用 形式 六 e?^dÀ = 2rbno 是 有 益 的 , 其 中 bno JE FUP WERE S) 


. 证 明 , 如 果 ” 沁 ”|R(n)| < oo, 则 谱 函数 F(A) 具有 如 下 形式 的 谱 密度 f(A): 


f0)- z- Y, eronR(m) 


并 且 该 级 数 在 复 空 间 L? = L^([—7m, x), 4([-7, v), u) PPS, 其 中 jy DAPLI 
格 测度 . 





e 


10. 


81. 协 方差 函数 的 谱 表 示 . 231 . 


提示 : 利用 这 样 的 事实 : A. n 一 0, 士 1, +2,.…… |j 是 L? = L?([77, v), 
£([—T, v), u) 中 的 正 交 系 , 其 中 jy 为 勒 贝 格 测度 . 


. 设 (én)nzo 是 具有 和 零 均值 的 高 斯 -马尔 可 夫 平稳 序列 . 证 明 , 协 方 差 肾 数 R(n) 可 


以 表示 为 
R(n) = o?X^, 


其 中 和 是 某 个 满足 0 < 和 < 1 的 实数 . 


. WEN = (Ntzo 是 参数 为 入 > 0 的 泊 松 过 程 (参阅 第 七 章 第 10 节 ). 定义 (具有 


连续 参数 的 ) SURE & = & (71), 其 中 是 与 N 独立 的 随机 变量 ,有 P{é = 1} = 
P{é = 一 1} = 1. 证 明 , E& = 0, 且 其 协 方差 函数 为 E&,6, — e 20751, s tz 0. 


N 


. 设 (&%)n>0 为 这 样 的 序列 : &£; — 2 ax cos(byn — qx), 其 中 , 对 一 切 k — 1 ,N, 


都 有 a > 0 br > 0 Ri moon 是 独立 的 随机 变量 , 日 在 区 间 (0, 22). 上 均匀 
分 布 . 证 明 , 序列 (e) 20 是 广义 平稳 序列 


. 设 £, = cosno, 其 中 n>z1, Wii v 服从 区 间 [mr «] 上 均匀 分 布 的 随机 变量 . 证 


明 , 序列 (£)u2: 是 广义 平稳 序列 , 但 不 是 狭义 的 平稳 序列 . 


. 我 们 来 考察 单 向 p 阶 滑动 平均 模型 (MA (p): 


En = Q0En t Q1€n—1 b c7 QapéEn—p, 
其 中 n — 0, 土 1, 土 2,…, 而 e — (en) 是 日 噪声 (第 1 节 例 3). 试 求 方差 De, 和 
协 方差 cov (£s, £n4x). 
我 们 来 考察 一 阶 自 回 归 模 型 (AR(1)): 


En 一 Go 十 Qt 1 -F06,, n2l, 


其 中 , e = (en) 是 白 噪声 ( 试 比较 第 1 节 (25) 式 ). 
设 |ai| «1. 证 明 , 如 果 Eléo| < oo, 则 有 


ao(1— oq) o, . 00 


Et, = o? E : 
S 0 l1—04 1—03 





如 果 还 有 DD|&0| < oo, 则 有 


2 270 2 
c*(l— «a c 

Dé, = o?" D£p 十 geo) 2 ) _ 
] 一 QT 


o? of 
g; n-— 0o. 





COV (£n, Cn4k) —P 
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11. 设 上 题 中 的 to HIER N(182-, 1275). 证 明 , 序列 (如 )n>o 是 平稳 的 (RE 
是 广义 的 , 又 是 狭义 的 ) 高 斯 序列 , 并 且 有 


OQ Dé, " eO 


E£,, = — —s. 
$n 1 一 al 1— o? 





Lad © 





COV (én, Ent+k) = 


82. 正 交 随机 测度 与 随机 积分 


1. 试 证 明 (5) 式 与 (6) 式 的 等 价 性 条 件 . 
提示 : 为 证 (5) — (6), 应 当 取 A | 2, As, € 6, D, = ENAS, Do = 9i; 于 
RE- X (De\Ds_1). 由 (5) 推 知 Z(AS) = Z(E) - Z(D,) P5 0 (记号 H? 见 
《概率 ) 第 一 卷 p58). 
2. 设 f e L^, 试 利用 第 二 章 中 的 结果 (第 4 节 定 理 1, 第 6 节 定 理 3 的 推论 和 第 3 
节 第 8 题 ), 证 明 , 存在 形 如 (10) 式 所 示 的 函数 序列 (£5)521, 使 得 Lf — fll 一 
0, n — oo. 


提示 : 证 明 思 路 如 下 : 取 。 > 0, 找 简单 函数 9(A) = fklg, (4), 其 中 


By € &, fy € C, 使 得 |f — gli» < ef2. 然后 再 找 集合 ^r " óo, 使 得 测度 


m(Ax 人 入 By) 是 够 小 ,= 1,… ,p. 于 是 项 数 AQ) = 
式 所 示 的 形式 , 并 且 有 上 f — hllzs < e. 
3. 试 证 明 具 有 函数 结构 m(A) 的 正 交 随机 测度 Z(A) 的 如 下 性 质 : 


= L fla, 0) 具有 如 (10) 


E|Z(A1) m Z(A3)f* 一 (Al 人 A2), 
Z(A1NA3) = Z(A1) a Z(Ai (1 A2) (P 一 QO.8. ), 
Z(Ai A4 A2) 一 Z(A1) T Z(A2) = 2Z(AÀi (1 A2) (P P 2.8. ). 


4. 设 € = (&.) 是 平稳 序列 , 具有 E£, = 0, 协 方差 函数 R(n) 和 谱 测 度 F(dA). 4 
S, = & oco £s. 证 明 , 方差 DS, 等 于 


7 sin 34 





DS, = N'(n-|k)R(k) 和 DS, = ] 5 Ere») 


ik] «n —" 
(其 中 , 核 全 E 称 为 费 耶 尔 (Fejér) 4A.) 


(8 35 3: cov (£n, £41x) — 一 一 译 者 注 . 





e 


83. 
. 证 明 , L2(F) = 


SS 


心 
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. 设 f(A) 为 谱 密度 (F(dA) = f()dA), 并 且 f(A) YE A — 0 处 连续 . 试 利用 上 题 中 


的 天 于 DS, 的 积分 表达 式 , 证 明 ， 


DS, —2nf(0)-n-- o(n,, noo. 


88 (广义 ) 平稳 序列 的 谱 表示 


= L2(F)( 有 关 符 号 参阅 定理 1 的 证 明 ). 
提示 : 根据 第 2 uL. 2 题 的 结论 , 所 有 函数 f(A) e L2 00) 都 可 以 依 L2(F) 
中 的 模 被 形 如 g(4) = P» fxlp, (4) BUERZIGEXT SMERORBURE, 其 中 Bk e s, 


而 e 是 半 开 闭 区 间 a, b) 的 有 限 并 的 代数 , 此 处 — < a bcn. 所 以 只 需 证 
HH, 形 如 To,s) (^) 的 函数 可 以 用 形 如 e, (A) = e? BSPRZABSZE TEZH Gros XT, 其 
Hn —0,31,2,--. . 这 些 函 数 可 以 用 连续 函数 逼近 , f EE SE PRRC E] Er XC RTULRH 
PRA. e, (A) = e?"^, n = 0,31, £2,..., 的 线性 组 合 来 通 近 ( 魏 尔 斯 特 拉 期 -斯 通 
定理 ). 


. Wc = (6,) 为 平稳 序列 , 具有 如 下 性 质 : 对 某 个 N 和 一 切 n, 都 有 cvw4+n(w) = 


n 二 0, 土 1, 土 2,….) 证 明 , 这 样 的 序列 的 谱 表 示 可 以 化 为 第 1 节 中 (13) XX. 
提示 : 由 条 件 R(N) = R(0) 可 以 推 知 , 谱 测 度 £P 在 区 间 [7m, 2) 中 是 分 段 
常数 的 , 其 跳跃 点 为 


2nk 
Ak = cot 2npk, k=1,..……,N, 


其 中 pk 为 整数 , 使 得 AL € [一 x, 0), 从 而 谱 表 示 就 呈 如 下 形式 : 


N 
Ex iÀn "E iAkmn 
én = |.. e?" Z(dÀ) = V / e^" Z((A,)). 


天 一 


. 设 £ = (6€) 为 平稳 序列 , 有 E£, = 0, 且 对 某 个 C > 0,a > 0, 有 


3; 3  R&-0- y: R(K) [i - A «ew. 
k=0 i—0 |k|«N—1 


试 利用 博 雷 尔 - 坎 泰 利 引 理 , 证 明 


N 

l 

N 5. —0 (P-aàs), N —oo. 
k=0 


. 设 序列 £ — (£4) 的 谱 密度 fe( 和 ) 为 有 理 的 


1 IB-i(e 一 )| 


$09 7 3. ig (eS) 
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其 中 P_1(2) = 二 Qo 二 Qi1z 十 … 十 an-_12"!, 而 Qn(z) — 1+bz+.…+ bz", 并 
且 多 项 式 @， 的 根 都 不 在 单位 圆 中 . 

证 明 , 存在 拍品 声 e = (e), 使 得 序列 (£5) 是 n 维 序列 (£L. --,62), €, — 
ém, 的 分 量 , 满足 方程 组 


22 ctl TN 
rt + BiEm+1, t= se mee. 


"n-—1 


8 一 一 agn demit 
j=0 
其 中 fb1 = ao, Bi = qi_1 一 DEOR 
5， 称 狭义 平稳 序列 上 = (£6) 满足 强 混合 条 件 , 如 果 


Qn(é) = sup (P(AB)— P(A)P(B)| —^0, n- oo, 
Ac. ,(£), Be (£) 
其 中 9.(£ = o(-- 6-560) 与 9 = o(&u 6s) 分 别 为 随机 变量 族 
(£k)k«o 与 (£k) 所 生成 的 -代数 . ( 试 比 较 第 二 章 第 8 节 第 7 题 .) 
证 明 , 如 果 x 与 Y 分 别 为 c- 代 数 多 0 (e) 与 多 os 可 测 的 有 界 随机 变量 
(IX| € €i, |Y| € C2), 则 有 


|EXY 一 EXEY| x 4C1C2 o«(£). 
6. ix é 2 (£m) oo € m«oo 是 平稳 高 斯 序列 ， 而 
pn.(é) = sup EXY, 
X,Y 


其 中 的 上 确 界 系 对 所 有 满足 条 件 EI|X|? = EY? = 1 的 分 别 属于 由 随机 变量 族 
(£n)m«o B (Emjm>n 所 生成 的 闭 线性 流 形 L" (€) 与 D? (6) 的 所 有 随机 变量 
X 5 Y BUR. 

证 明 如 下 的 柯 尔 莫 蕊 洛 夫 - 罗 扎 诺 夫 (PosaHoB) 不 等 式 


ox(£) € ps (£) < 2na«(£). 


( 试 比较 第 二 章 第 8 市 第 7 题 中 的 不 等 式 .) 

7. 以 上 题 中 的 不 等 式 为 基础 , 证 明 , 如 果 平 稳 的 高 斯 序列 S = (6) 具有 连续 的 谱 
密度 fO), 并 且 该 谱 密度 函数 具有 一 致 的 正 的 下 界 ( 即 有 f( 和 ) > C >0, 和 Ae 
[--, «]), 则 该 高 斯 序列 满足 强 混合 条 件 . 

8. 通过 恰当 选择 随机 变量 和 与 9, 并 考察 序列 € = (6), 其 中 6, = A cos(An 十 
0), AZ O0, 以 确认 , 尽管 广义 平稳 序列 的 协 方差 函数 可 能 不 是 周期 函数 , 但 是 它 
却 可 能 具有 周期 性 的 样本 轨道 . 





84. 


os 
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协 方 差 联 数 和 谱 密 度 的 统计 估计 


. 设 在 (15) 式 中 , 有 & ~ NW(0,1). 证 明 , 对 任何 n, 当 N 一 oo 时 , 都 有 


(N -nDDRy(n € ^ 2s f Ge e)roya. 
提示 : 利用 Q5) 式 中 关于 高 斯 变量 上 的 假设 条 件 , 可 以 证 得 (n > 0) 
(N — |n)D Ry (n; £) = 2x 三 [. (1-4 einOt yu (A — v)f(v)f Q)dvdA, 


其 中 BN_%( 和 ) 是 费 耶 尔 核 . 由 此 即 可 推出 所 需要 的 结论 . 


. 证 明 (16) 式 及 其 如 下 形式 的 推广 : 


2f?(0, A—-r-0,cm, 
Jim cov (fn (ON; £ fv(56) = 4 PO), A-vZz0, tm, 
0, 入 天 v. 


. 考察 一 阶 自 回归 模型 (AR(1)): 


cvi = 0£,5—1 c-Co&,, nzl, 


( 试 比较 第 1 节 (25) 式 和 第 10 题 模型 ), 其 中 , o 是 已 知 参数 (o > 0), fi 0 € R 
是 未 知 参数 , 需要 利用 观察 值 61,62, 对 其 进行 估计 . 
设 0,, = arg max pe(zi,::- ,Tn) 是 参数 0 的 极 大 似 然 估 计 , 其 中 


1 ] « 
* 时 9 Ao —————— M — P MÁ€— — Ü "- 2 
po(z1, idis) (V2xa)^ exp { 992 2 (ne Tk 1) | 


是 随机 变量 £1,… ,对 的 概率 分 布 密度 (假设 s = (en) 是 高 斯 白 噪声 ). 
证 明 ， 


» Xk-1Xk 
à, - Ei 
2 XE1 
k=1 
9? In pe(£i, --- ,én) 
Dnpgl(ci,^** Gn 
I,(0) = Eg a2 E 
是 第 3 题 中 模型 (AR(1)) 中 的 费 希 尔 信息 (Eo 是 根据 序列 &6,£2,--- 的 分 布 Pp 
计算 均值 ). 


证 明 
(a) I,(0) = Eg 和 7 
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(b) 3$ n — oo 时 ,有 


ig MeL 
I,(0) ~ EE 10| — 1, 
O27 
(8 —1y [0| > 1. 
5. 对 于 第 3, 4 题 中 的 模型 (AR(1)), 证 明 , 极 大 似 然 估计 0, 具有 如 下 的 渐 近 性 质 : 
$(x), 8| « 1, 
dim Pe(V/L,.(6)(8. -0)«z)-4 HfP(z), |0| 5 1, 
Ch(x), |0 > 1. 


其 中 , @(z) 是 标准 正 态 分 布 函数 , HOD (n) 是 如 下 的 随机 变量 的 分 布 : 
B2-1 


0 — 
2V2 f B2ds 
0 


(B = (Bs)ossx1 是 布 朋 运动 , 见 第 二 章 第 13 节 ), 而 Ch(z) 是 以 ED 为 密度 
的 柯 西 分 布 (第 二 章 第 3 节 表 3). 


6. 在 上 题 中 的 条 件 下 , 证 明 


^ Bz), X Jez1 
lim P €& .(0,—0)cm5»— 


其 中 , gu (x) 是 如 下 的 随机 变量 的 分 布 : 


B? —1 


joa 
[1 

24] f B2ds 
0 


(这 就 表明 , 如 果 用 以 正则 化 随机 变量 各 — 0 的 不 是 费 希 尔 信息 , 而 是 随机 变量 
(X d) , 那么 所 得 到 的 极限 分 布 就 不 是 三 种 , 而 是 只 有 两 种 
7. 证 明 , (第 3 题 中 的 ) 极 大 似 然 估 计 信 具有 如 下 所 示 的 均值 一 致 浙 近 性 : 


sup Eel0,, —0|—50, n-—oco. 
8 
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85. 沃 尔 德 分 解 


1. 证 明 , 具有 离散 谱 (例如 , 谱 函 数 P(A) 为 逐 段 常数 ) 的 平稳 序列 是 奇异 的 . 
提示 : 所 考察 的 序列 上 = (£,), 其 中 n = 0, 士 1, 士 2 可 以 表示 为 如 下 形 
式 : J 
&, = »» zy e^. 
天 一 一 co 
其 中 ,zx = Z(D&), k = 0, 土 1, 士 2,… 是 相互 正 交 的 随机 变量 , 有 Ez = 
0, Ez? = o2 (采用 这 些 记 号 ,有 FAN = Y. o2, E» o2 < oo). 应 当 证 明 


k: AK KA 一 一 co 
H(£) = S(£), 其中, H(£) 是 L?(£) 中 的 由 随机 变量 上 — (… ,和 各) 所 生成 
的 闭 线性 流 形 , S(€) = | H(E), 而 Ha(é) 是 由 随机 变量 £" — (… 65.6) 
所 生成 的 . 

为 证 等 式 H(£) = S(£), 只 需 证 明 , 对 每 个 me Z, 都 有 £& c S(e). mi 
平稳 性 知 , 又 只 需 证 明 £o € S(£), 亦 即 证 明 , 对 任何 整数 N 与 5 > 0, 都 存在 
n € Hu(£), 使 得 leo — nl| gs < 9. 

为 此 目的 , 应 当 验 证 , 作为 该 随机 变量 , 可 以 对 适当 的 n < NN, 将 其 取 为 £6... 
(为 此 , 对 于 给 定 的 5 > 0, 应 当 取 M, 使 得 e» o2 < 6/2, 再 证 明 


2 LAkTL 
lé — £l? < 56+ 5 , eile?" — 1l, 
Ik| M 


然后 确认 , 对 任何 N € Z Rl e > 0, 都 存在 n < N, [818 |e?» n 1| < e, |k| & M.) 


2. D US E Ej£; ze én [> én E(é, | Ho(£)). 证 明 ， 如 果 对 某 个 n zl, 有 or = 0, 则 
序列 上 是 奇异 的 ; 而 如 果 有 o2 一 R(0), n — oo, 则 序列 c 是 正则 的 . 


3. 证 明 , 平稳 序列 £ = (£s), n= eine 是 奇异 的 , 其 中 随机 变量 yp 服从 区 间 [0, 2 
上 的 均匀 分 布 . 试 求 变量 6, 的 线性 估计 量 £,, 并 证 明 非 线性 估计 


~ (t. a 
da (&) 
给 出 了 根据 “过 去 ”样本 £9 (… ,bto) 对 6€. 所 作 的 无 误 预 测 , 亦 即 证 明 
E|l£,—£,] —0, n1. 


提示 : 为 证 序列 £ = (£6) 的 奇异 性 , 需要 证 明 e, = & /V27 是 白 品 声 , 亦 即 
n 二 V2n e, 具有 如 (3) 的 表达 式 . 


4. 证 明 , 关于 分 解 为 奇异 部 分 与 正则 部 分 的 分 解 式 (1) 是 唯一 的 . 
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外 推 、 内 捅 和 过 滤 


证 明 , 定理 1 中 的 断言 , 在 没有 诸如 *p(z) 具有 收敛 半径 r+ > 1, B(z) 的 零点 都 
分 布 在 区 域 |z| > 1 中 ”之 类 的 假设 下 , 仍然 成 立 . 


. 证 明 , 对 于 正则 过 程 , (4) 式 中 的 项 数 @(z) 可 以 表示 为 如 下 形式 : 


1 oo 
$(2) = V27 exp 4 «co 十 > cz" 5, |z| <1， 
2 k—1 
其 中 Dum 
ikA 
— 一 一 1 . 
Ck = 3~ E n f(A)dA 


并 由 此 推出 , 一 步 上 的 预报 错误 o2 = EI& — e? 满足 如 下 的 塞 格 (Szeg6) - 柯 


X XA XM: . 
c1 = 2m exp Iz] in roga 
提示 : 关于 塞 格 - 柯 尔 葛 臣 洛 夫 公 式 的 证 明 可 按 下 述 步 又 进行 : 
(i) 首先 证 明 
A= -a= -mPa (9) 


其 中 , à10) 由 (7) 式 给 出 . 综合 (*) 式 , 定理 1 中 的 符号 , 以 及 £0) = 去 
|$(e-9))2, 即 知 c2 = |bo|2. 
(i) 由 本 题 的 前 一 部 分 , 知 


oo 1 oo 
$(z) = > bz = vV2mT exp 5 十 > d , 
天 一 1 


k=0 


故 知 bo = v2r exp (3co]. 因而 


2 Aes 去 | 
oi =2r exp [56 = 27 exp NI A | 


. 在 没有 假设 条 件 (22) 的 情况 下 , 证 明定 理 2. 
. 设 不 相关 的 信号 0 与 噪声 m 分 别 具 有 谱 密 度 


l ] l l 
de mo e eee 
2r. | be-?q2' A0) 27 |1 + 52e-?^1? 


试 利用 定理 3, 根据 值 £x, k < n, 找 出 变量 Ü5.Lm 的 估计 Om, 其 中 €k = Ox TÜk. 
将 谱 密度 换 为 
fu) — z- e. RO) 元 ， 
再 解答 同样 的 问题 


fe(4) = 





87. 
. 证 明 , 在 情况 (1) 之 下 , 向 量 m, 与 0, — ma 不 相关 : 


e 


P 


p 
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卡尔 曼 -- 布 西 滤 子 及 其 推广 


E[m; (04, — m4)| = 0. 


证 明 , 在 情况 (1) 与 (2) 之 下 , E Yo。 和 所 有 的 系数 ,至 多 除了 系数 ac(n,£), 
Ao(n,£) 之 外 , 都 与 “随机 性 ”无 关 ( 即 与 无 关 ). 证 明 , 此 时 条 件 方差 v, 亦 与 
“随机 性 ”无 关 : ys = Eos. 


证 明 , 方程 组 (22) 的 解 由 公式 (23) 所 给 出 . 
设 (0, £) = (04, £.) 为 高 斯 序列 , 满足 情况 (1) 中 的 部 分 条 件 : 
0511 二 a6,, 十 bei(n 十 1), Cni 二 A0, 十 Be»(n T 1). 


证 明 , 如 果 A 70, b 0, B Z0, 则 滤 子 的 极限 误差 Y = lim yn 存在 , 并 且 等 


B?(1 — a) pg? 
jd | uere 





提示 ;: 如 果 利 用 (8) X, 则 可 发 现 
a272 
c vy. 





nl 一 b^ T a^^, 一 


其 中 e = (By. 换言之 , 我 们 有 uua = (s) 其 中 f(z) = 到 Tazz $2 n2 
0. 该 了 汰 数 是 非 降 有 界 的 . 有 鉴于 此 , 即 可 证 得 , 极限 lim (= y) 存在 , 并 且 满 
足 方 程 

Y! 4 [2 — a?) — by — e = 0, 


由 韦 达 定理 知 , 该 方程 有 唯一 的 正 根 . 


(内 播 法 ; [71, 13.3]) 设 (0, €) 为 部 分 被 观察 的 序列 , 遵守 正则 性 关系 式 (1) 和 


(2). 
假设 向 量 05, 的 条 件 分 布 


na(m, m) = P(0,, « a |.Z5) 


为 正 态 的 . 
(a) 证 明 , 对 于 n 2 m, 条 件 分 布 


Ta(m, n) = P(0,, « a|.Z5) 


仍然 是 正 态 的 , n. (m, n) ~ N (u(m, n), (m, n)). 
(b) iX (根据 .多 ) oR (65, 的 ) 内 插 估 计 pm, n) 和 和 矩阵 (m, n). 
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6. (外 推 法 ; [71, 13.4]) 设 在 关系 式 (1) 和 (2) 中 , 有 


ao(n, £) = ao(n) ps ao5(n)£n, a1 (n, £) x a (n), 
Ao(n, £) = Ao(n) + A2(n)&w | Ax(n, £) = Ai(n). 


(a a) 证 明 ， 此 时 条 件 分 布 Ta ,b(m, m) = P(6,, X a, én € b|. ES), n 2m, 是 
正 态 的 . 
(b) 试 求 外 推 估计 
E(0,].72), 和 E(&]|.75), n2m. 
. (4649 d); [71, 14.3]) 考察 “ 受 控 的 ”部 分 被 观察 的 系统 (05, 如 )ogngNw, 其 中 
21 一 2 十 0 十 bin 十 二 )， 
£541 = 05 4- €2(n 4- 1). 
此 处 “控制 "wu 是 多 可 测 的 , 且 对 一 切 0 入 入 N — 1, AI Eu2 < oo; 量 
Ei1(n) 与 £9(n) 35 (1) 各 (2) 中 的 相同 ， TL — 1, pce ,N; £o — 0, to ~ 人 (m, y). 
$ei1U, "Pumiu'-— (u$--,ux u) 是 最 优 的 , 如 果 V(u*) = sup V(u), 其 
中 
Nei 
V(u) - E X (02 十 142 ) 十 ^ 
n--Ü 
证 明 , 最 优 控制 存在 , 并 且 满 足下 式 : 
u*-—--—lna4PaufgPumi n-20,,-,N-—1, 


其 中 
Q9 = a, llló&azo, 
B 0, 如 果 a = 0, 


f (P,)oxnsN 满足 递 推 关系 式 
P=1+Pri— Pll+Prle, Py=1, 
而 (mz) 由 如 下 的 关系 式 所 定义 : 
mari 二 十 (TY) (uam) O«n«N-1, 
其 中 m8 = mm 
yYanicmoki-O02)0-c-35:)9, O&n&N-1, 


H 4$ — 0. 
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8. ( 变 点 问题 中 的 非 线 性 滤 子 ; [129]) 在 统计 检验 中 , 例如 , 在 食品 质量 问题 中 , 属 


于 观察 变量 的 概率 特性 问题 可 以 在 某 个 随机 时 刻 9 发 生 改变 , 这 个 时 刻 就 是 
(在 生产 过 程 中 ) 发 生变 化 的 时 刻 , 也 称 为 变 点 . 下 面 介 绍 关于 发 现 变 点 的 贝 叶 
斯 (Bayes) 提 法 , 我 们 假定 所 考虑 的 问题 与 充分 统计 量 相关 联 . 

设 在 某 个 可 测 空间 (9, 多 ) 中 给 定 了 一 族 概率 测度 (P7 : re [0,1], 随机 
变量 9 的 取 值 集合 为 {0,1,2,…}, 而 随机 变量 观察 值 序列 X1, Xo,---, 满足 如 
下 条 件 : - 

(i P*(0 — 0] 2 v, P"(0 — k) = (1— v)px, 其 中 px > 0, 22». 3. 

(i) 对 于 每 个 re [0,1] 和 n> 1, 都 有 


P"(Xi S 1,7, Xam X zn} = xP'{X1 & Z1,*,Xn X r4] 


n—1l 


十 (1 一 m) >》 »eaP? (X & 21,77: , Xk & Tk}P {Xk S Zkj1,',Xn & Tn} 
k-—0 


十 (1 T)(Dn+1l 十 Dn+2 十 .. .)P"{X1 < TD1… Xn < Zn], ry € KR. 


(ii) PI{X1 & x1,.… ,Xn & z4) = I PiI{Xk € zr}, j —0,1. 


(这 些 假设 (1) ~ (ui) 的 直观 意义 是 : 如 果 0 = 0 zX 0 — 1, 则 从 一 开始 观察 , 变 点 
就 已 经 存在 . 此 时 与 生产 过 程 中 的 变 点 相应 的 量 X.,2X2,9. 是 独立 辣 分 布 的 ， 
均 服 从 分 布 函数 Fi(r)-— Pi{X1 «z). 如果 0n, 则 变 点 在 时 刻 n 以 后 出 现 ， 
从 而 Xi1,… Xs 对 应 于 生产 中 的 正常 步骤 , 是 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 , 均 
BRA ABER Fo(r) = P9[Xi; « x). 如 果 9 = ,其 中 1 <k « n, 则 随机 变量 
Xi, ,Xk_1 独立 同 分 布 , 服从 分 布 函数 Fo(x), 而 随机 变量 Xi,:… X, 独立 
同 分 布 , 但 分 布 函数 却 是 也 (x). 我 们 假设 Fo(x) Z Fi(x).) 

设 fo(x) 与 fi(x) 分 别 是 Fo(x) 与 Fi(z) 分 布 密度 (关于 某 个 被 Fo(x) 5 
Fi(x) 所 控制 的 分 布 , 例如 , (Fo(x) + Fi(2))/2). 

以 表示 (关于 (多 ,)n>o, 其 中 2o = (9, 0), 4, —o(X1,---,X,) 的 ) 马 
尔 可 夫 时 , 它 是 关于 变 点 发 生 的 报警 信号 的 发 出 时 刻 . 作为 这 样 的 时 刻 , 可 以 用 
两 个 变量 来 刻画 其 特性 : 其 一 是 假 警报 概率 Pr{r < 0), 其 二 是 在 警报 信和 号 正 
确 发 出 的 情况 下 ( 意 即 7 0), 与 变 点 发 生 时 刻 的 平均 延迟 时 间 Br(r — 0)*. 

自然 希望 能 找到 这 样 的 时 刻 +, 它 能 够 同时 减 小 假 警报 概率 和 平均 延迟 时 
IR]. 但 由 于 这 样 的 时 刻 不 存 在 (平凡 情况 除外 ), 人 们 引入 贝 叶 斯 风险 (e > 0): 


R'(r)  P"'ir «0) - cE"(r — 6)*. 


称 时 刻 r* 是 最 佳 的 , 如 果 对 于 一 切 e [0, 1], 都 有 Pr{fr* < coy = 1, 并 且 对 于 
所 有 P" 有 限 的 马尔 可 夫 时 r, 都 有 不 等 式 Rr(r*) < R*(7) 成 立 . 
根据 第 八 章 第 9 节 第 8 题 , 这 样 的 时 刻 7* 是 存在 的 , 并 且 (在 pk = (1— 
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pp 0«p«1, kz 1 时 ) 具有 如 下 的 简单 结构 : 
T' — infin 2 0: n4, 2 Aj, 


其 中 , A 是 某 个 与 c 和 yp 有 关 的 国 值 带 数 , rn 是 在 时 刻 n 以 前 出 现 变 点 的 后 验 
概率 : 
T, —-P"(0zn|,), mn20, mo-rm. 
(a) 证 明 , 后 验 概率 m4, n 2 0, 满足 如 下 的 递 推 关系 式 : 


Nnfi(Xnti) i pl — mn) fi (Xnti) 
Tnfi(Xnt1) t+ pl — An)fi(Xnti) + (1 — $)(1 — 74)fo(Xs4a4) 


(b) 证 明 ， 如 果 Qn — gi) 则 


- oJ) — EK: 
Qn41 一 (p fa) — p)fo(X«43) Qo 一 1 —mq 


(c) 记 p= pn(p), JE x — 0 8I y — lm 2202, ERR 


Tn41 一 





h (X41) 
fo(Xn41)' 


ib: 如 果 令 6,— I(0 « n), 则 xz = E"(0, |.£,), 是 基于 观察 值 X4,..., X, 
的 6, 的 均 方 意义 下 的 最 优 估计 . 由 (a)(b) 和 (c), 我 们 看 出 , 统计 量 mu, vos 和 
wn 满足 非 线 性 弟 推 关系 式 , 按照 通常 的 说 法 , (在 根据 观察 值 Xi, X, 估计 
过 程 (9;,),>o 中 的 值 6 的 问题 中 ), 它们 构成 了 非 线性 滤 子 . 

(d) 证 明 , 序列 (ra)n>o，(pnjn>o 与 序列 (Va)n2o 都 分 别 (关于 (多 ),wo 与 
概率 测度 P7, c € (0,1) 是 马尔 可 夫 链 , 而 (%)n>o( 关 于 (多 ),>o 与 测度 P9) 
是 马尔 可 夫 链 . 


Wntl zx (1 E Va) jo 一 0. 
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81. 
. 试 证 明 条 件 (2) 与 条 件 (3) 的 等 价 性 . 


. 14,2452 


: W £st 


著 和 相关 概念 的 定义 


提示 : 应 当 采 用 反 证 法 . 


. 设 5 T 都 是 马尔 可 夫 时 ， 证 明 7 0O,TVO, T^OC 也 都 是 马尔 可 夫 时 ; 并 且 


如 果 对 一 切 w e 0, 都 有 o(w) « r(w), 则 有 多 。 c... 试问 , 如 果 仅 有 概率 为 1 
地 成 立 c < 7, 那么 这 一 性 质 能 否 保持 ? 
提示 : 如 果 对 一 切 we 0, 都 有 o(w) « r(w), 则 对 任何 A € 多 ,, 都 有 


Anír2n)y-Aní(oexn)nírn)e 2, 


从 而 4e 多. 


. 证 明 , 7 与 Ar Ai. 可 测 的 . 
. 设 Y = (Yo 4) puo QESE), 而 V 一 (V5, S1) 是 可 预报 序列 ， 且 (V ! Y)s 


是 可 积 随机 变量 , n 20. 证 明 , V .Y dA Gogh. 
.. 是 非 升 的 oc- 代数 族 , c 是 可 积 的 随机 变量 . 令 X, = E(t | 多 ,). 
证 明 , 序列 (Xu>i JE RES, 即 对 任何 n> 1, 都 有 

E(Xn | Xnti, Xn42;77:) = Xn+1 (P-a.s.). 


为 独立 随机 变量 序列 , 有 P(& = 0} = P(&&é = 2} = 1. 令 X, 
|] £& 证 明 , 不 存在 可 积 的 随机 变量 E 和 非 降 的 o- 代 数 族 (多 )，>1, 使 得 X, = 
;—1 
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10. 


11. 


12. 


13. 


. (a) A 6,5 


. 试 举例 说 明 , 存在 这 样 的 蒜 序 列 X = 


. 设 X — {Xn}n>0 是 具有 可 数 状态 集合 HM 一 153. s 


第 七 章 构成 鞭 的 随机 变量 序列 


E(£|.Z,) (P-a.s.), n 2 1. (这 个 例子 说 明 , 并 非 所 有 的 靳 序列 (X,);>1 都 可 以 
表示 成 (E(£1.2,))21 的 形式 ; 试 比较 第 一 章 第 11 节 中 的 例 3.) 

为 独立 随机 变量 序列 , 有 E|£,| < oo, E£, = 0, n 2 1. 证 明 , 对 
每 个 , 如 下 的 序列 都 形成 鞠 : 


xe Y Gccc6u, n 2k. 
1€ «i Cn 
(b) B &1,&2,.… 为 可 积 随机 变量 序列 , 使 得 


Te 
TL 


E(£441 | &, ui , Cn) LS 


证 明 ， 序列 X1, X2，… 形成 款 . 


(Xn， 多 n)nz1, 其 中 的 随机 变量 序列 {Xn， 
n z 1} 不 是 一 致 可 积 的 . 


} 与 转移 概率 p;; 的 马尔 
HAE (第 八 章 第 1 节 ). 令 y= vy(z), rc E RÁG PERRA, 使 得 对 于 入 > 0 和 
ic E, 有 2 pi VG) «€ Av(i) (这 样 的 函数 称 为 入 峰 态 的 , 或 和 -调和 的 ). 证 明 ， 


序列 DUOC hase Aérgk 


Wn, 为 停 时 序列 , 使 得 逐 点 地 有 Tu 上 7 或 逐 点 地 有 7s f 7, 则 在 两 种 情 
况 下 , 7 都 是 停 时 . 


Xi o 与 7 都 是 停 时 , 则 有 


多 ur = Fo 0, Fovr = 0(F, UF,). 


Wo 为 (有 限 ) 停 时 , 而 ,72o,… 为 停 时 序列 , 有 0, 1 oo. 证明， 


JS oT. T. 
而 若 donc 则 有 多 7 —(2... 
设 ye 
上 十 二 1. 令 
1 2 
和 -el 
vn-4-1 2(n 4- 1) 


5 5e e (El £n). 证 明 ， 序列 (Xn, FE )n>1 Ri 


为 相互 独立 的 标准 高 斯 随机 变量 序列 (£, ~ N(0,1)), 而 S, — 





14. 


15. 


16. 


17. 


18. 
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设 X 一 (As S)nz0 为 随机 序列 ， AX, 一 有 一 项 1， nz 1, v(w; [n) x dz) = 
P(AX, € dz |.Z,_1)(w) 是 条 件 期 望 的 正则 支 . 对 ue R, A 


4(u)o —-0, A(u)4— Y 


1Xk&n 


— Y e Xa A A(u),. 


k—1 


(e"* — 1)v(w; (k) x dz), 


M, (u) — e" 


证 明 ， 过 程 M (u) x: (Ma (u), S5)n21 RA 
符号 同上 题 , 对 uc R, 令 
G(u) 一 0， G(u) = lI ] ees {k} x dr), n21. 


1&kzn 


假设 G(u), > 0, n > 1. 证 明 , 序列 


CivuXn 上 eg" Xn 
G(u),' ?^ : DES KC NENNT 
n nzl li E(eivAX: |) 
k=1 n 之 1 


RU. 
设 X 三 (X5, S )n>0 为 随机 序列 ， 对 某 个 cC>0 和 一 切 nz 1 ， 都 有 lA X, < 


c (P-a.s.). 今 


e^ 


Y. — n /—  /22J. 
][ E(e^ | . 2,1) 
il 


RK'BAX,—Xi—X;a,iz1. 证 明 , ( 实 值 ) 序列 Y = 
较 上 面 的 第 15 B). 

如 果 取 消 关 于 |AXn| 的 有 界 性 条 件 , 那么 结论 是 否 仍 然 成 立 ? 
设 50 = 0 Sk —6£ £4 1 & kn, KP 6,6, AB GRIDOEBMREÉEIESS 
A(0,1) 随机 变量 . 记 B(x) = P(&i & x), Z& —o0(&6,- -, C) , 1 &«k&n, .Fo= 


(e, n. XX ae R, 
x -e( 55) 
nk 


证 明 , 对 任何 a € R, 序列 X = (X, A )oexen 都 是 蒜 . 

设 So =0, Sk=& :+eér, lken, 其 中 Eis yn 是 独立 同 分 布 的 随机 变 
Rt, 服从 某 个 对 称 的 分 布 . 记 F(x; k) = P{Sk < z}. 作为 上 题 的 推广 , 对 a € R, 
今 Ay F (a — Sk, n — k). 证 明 ， 序列 X 一 (Xx, J )oxk«n 588. (该 结论 的 
一 个 应 用 , 参阅 第 2 节 第 12 题 .) 


(Ys Fn jn>1 jo ( 试 比 
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19. 设 &1,&2,… 是 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 , 服从 分 布 已 = F(z) zeR. 设 
Bios 33:7 «z) zcR 
为 经 验 分 布 函数 , n > 1 (参阅 第 三 章 第 13 节 ). 对 zem, 9 


yn(Z) = Fn(z; v) - F(z), (x) —o(Ya(x), ynHi(Z) 小 


证 明 , 对 任何 x € R, 序列 (Y. (xz), 4, (x))n21 883835 Bh. 
20. 设 X — (X5. Fn, )n>0 与 了 e (了 多 nm )n>0 AP 2p gh. 
(a) 证 明 , 序列 X v Y = (X4 V Ya, 多,)nzo 仍然 为 半 款 . 
(b) 试问 , 序列 


X 十 Y -— (X, tYs, JZ)n20 与 AY 十 (ww Fn jn>0 


是 否 为 半 蒜 ? (如 果 “ 是 ”, 那么 在 怎样 的 条 件 之 下 ? 如 果 “ 否 ”, 那么 为 什么 ?) 

(c) 如 果 x 与 Y 是 两 个 款 , 或 者 5 Y 是 两 个 上 蒜 , 再 讨论 上 述 问 题 . 
21. 设 上 ,上 是 可 交换 随机 变量 的 无 限 序 列 ( 即 对 任何 n 2 1, 随机 和 癌 量 (&1,:…， 
&,) 都 与 随机 向 量 (6 ,和 ) 同 分 布 , 其 中 (mum) 是 (1,… ,n) 的 任意 


一 种 排列 ). 令 E& «oo, S, = & 4: 十， 4, — c (S Snil 


a, AH]. 
作为 第 一 章 第 11 节 例 4 中 所 讨论 的 内 容 的 推广 , 证 明 ， 
E (5s 4.) ES d (P-a..), m21, 





即 序 列 (22, 4) .., dés RR 
22. 证 明 , 一 切 逆 蒜 都 是 一 致 可 积 的 . 


23. 根据 定义 ,马尔 可 夫 时 7 的 o- 代 数 多 是 集合 类 (Ae: An(r-n)e 


,一切 n20) 试问 : 为 何不 将 其 定义 为 多 E (.2,:n« 7)? 


24. 如 果 序列 X = (X, 多 ,)nz1 BR, 而 (n4) C (n) 是 某 个 子 列 , 则 QC, oi 


仍然 是 靳 . 试 举例 说 明 , 一 般 来 说 , 对 于 局 部 壮 该 结论 未 必 成 立 . 


25. 在 靳 论 中 ， 如 果 DH = (I,， 多 ,)n>o 是 一 致 可 积 的 非 负 上 蒜 ， 并 且 逐 点 地 有 


IL, (wu) 一 0, n — oo, w € Q, 则 称 其 为 位 势 . 


证 明 , 对 于 每 个 位 势 , 都 唯一 存在 可 预报 的 非 降序 列 A = (As, 51)s20; 


使 得 
IL, 2 E(Ao —A4|.2,), n20, 


其 中 Ao 20, 4. = s. 





26. 


2T. 


28. 


29. 


30. 


3 


- 


32. 


33. 
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WX-(X.X)so dé ER. 证 明 , 如 下 各 条 件 相互 等 价 : 

(i) 存在 半 款 序列 Y = (Ya, 4.)s2o, 使 得 对 每 个 n > 0, 都 有 Xn 2 Y, 
(P-a.s.). 

(ii) 存在 唯一 的 里 斯 分 解 : 


Xn au Mn 十 IE, 


其 中 M = (Ms, .9)n>o Jk, 而 TL— (Il, Zn)nzo Je toS 3ESR ER. 
设 X 一 (X4, S. )n>0 jpg 证 明 ， THESES M = (M5, S )n20; 使 得 


X+ < M,, nz0 和 supEXx —supEM,. 


提示 : 利用 X+ = (X+， 多 %)w>o 也 是 半 著 的 事实 , 并 令 

NM = Jim E(Xtm | 多,). 
i (0, 多 , P) 是 带 有 小子 (多 ),>o 的 概率 空间 . 设 o 与 7 是 两 个 马尔 可 夫 时 ， 
有 lw 和 ru we Q. & A— (w: oo(w) « n & r(v)). 证 明 , XE RET n 2 1, 都 
有 Ae, 1. 换言之 , 序列 (XJn>i 是 可 预报 的 , 其 中 

1, 如 果 go(w) <n& (o), 

lo 其 他 场合 

(BJ Xn 是 Jui 可 测 的 ， nz 1). 


(推广 定理 2) VE X = (X4, 多)n>o JE BR, 具有 杜 布 分 解 X, = ma As, n 2 0, 
其 中 AQ = 0, mo = Xo. 证 明 , 如 果 随 机 变量 族 (X4, n 2 0) 一 致 可 积 , 则 有 
EA. < oo, 并且 随 机 变量 族 {fr, n 2 0) 也 一 致 可 积 . 

设 M = (Ma, 多)n>o 是 平方 可 积 款 . 证 明 ， 


sup EMZ «oo € Y E(M. 一 My ay « oo. 


k21 


. VE r = r(w) 是 关于 流 (多 )n>o 的 马尔 可 夫 时 . 设 f = f(n) 是 定义 在 neN = 


(0,1,2,---) 上 的 非 降 函 数 , 有 f(n) > n. WEBB, F(w) = f(r(w)) 也 是 马尔 可 夫 时 . 
设 X = (X, Zu) 是 关于 测度 P idR, 而 测度 Q 等 价 于 测度 P (Q ~P). 试 举 
例 说 明 , 关于 Q, 序列 X = (X4, 4) 可 能 不 是 蒜 . 

根据 例 5, 如 果 X = (X， 多 )n>o 是 半 蒜 , 而 g = g(x) 是 非 降 的 下 凸 函 数 , 使 
得 E|g(X4)| < oo, n 2 0, 则 序列 (g(X4), -5)n2o 仍然 是 半 蒜 . 试 举例 说 明 , 如 
果 函 数 g = g(z) Fh, 但 不 非 降 , 则 序列 (9(X)，. 多 )n>o "Ag E SR. 
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82. 在 时 间 变 量 为 随机 时 间 时 著 性 的 不 变性 
1. 证 明 , 如 果 将 定理 1 中 的 条 件 (4) 换 为 如 下 条 件 , 那么 定理 的 结论 可 对 半 蒜 序列 
成 立 : 
lim X+dP = 0. 


n—o0o J(T2»n) 


提示 : 证明 过 程 本 质 上 与 定理 1 的 证 明 相 同 , 只 是 需要 指出 : 既然 Xu « XS, 


X,,dP 2 lim / XndP — ] XmdP 
BN{ro >n} i BN{r2>n} BN{r2>mt! 


> | X,dP — lim X£dP. 
Bn(ro2n] 


715009 J Bri( r2» m) 


2. ix X — (X4, S )n20 是 平方 可 积 蒜 ， T 是 停 时 ， H. EX), T 0, 


lim X?2dqP se. 


n—00 J[r»n) 


证 明 
EX! = E(X), [ 222 | 
j=0 


其 中 , AXo = Xo AX; = Xj;— Xj-1, j 之 1. 


EX; < E Y (AX;Y, 
j=0 
应 当 利 用 定理 1 和 法 图 引 理 (E lim A E lm EX?2, v). 为 证 明 反 过 来 的 不 
等 式 , 应 当 利 用 


TAN 
EX! > BX2AN - EY (AX) 
j-0 
以 及 法 图 引 理 . 
3. 证 明 , 对 任何 蔷 与 任何 非 负 半 著 X = (Xn， 多 %)wzo, 以 及 任何 停 时 7, 都 有 


E|X,| € lim EIX,l. 


提示 :注意 |X| SR, 由 定理 1 知 , 对 一 切 N > 1, 898 E[X.Aw| € ElXw|. 
因此 limE|XzAw| < limE|Xy|, 再 利用 法 图 引 理 . 
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4. V X — (X4, ,).2o J& E, X, 2 E(£|.7,) (P-a.s.), n 2 0, Kf E|£| < oo. 
证 明 , 如 果 0, 5j n 是 两 个 停 时 , 满足 条 件 Pi < 0) = 1, 则 有 


Xn 之 E(X., | 多 7 ) (P-a.s.). 
提示 : 利用 定理 1 的 结果 , 验证 在 我 们 的 题目 中 ,有 EX | < oo fI E[X,, | < 


oo, 以 及 


lim |X4|dP = 0. 
n J(ro»n) 


5. 设 6,6, 为 相互 独立 的 随机 变量 序列 , 有 P(£& = 1) = Pf£&& = —1) = 1/2. 
而 a 与 5 为 正 数 , 有 5b>4a. 令 


Xn — aS  I(£k — 1) -bY Iék=—1) 
天 一 工 天 一 1 


和 
T —infín21: X, «-r), r»90. 
证 明 , 当 A < ao 时 ,有 也 exr «0o; 当 入 > ao Hj, i Ee?" = oo, 其 中 


人 
a+b a+b a+b ab 











Oo 一 


6. 设 6 ,62,… 为 相互 独立 的 随机 变量 序列 ， 有 E£; = 0, Dé; = o?. 令 S, = 


和 十 … 十 én， 多 4 -0(6, ,én), n 之 1. 证 明 对 于 沃 尔 德 恒 等 式 (13) 和 (14) 
的 如 下 推广 : 


An ES Ejl|«o, 则 Es,=10; 


j=1 


如 果 ED》_ESS<%m， 则 ES52=E》 =E》o7. 
j=1 j—1 3=1 


T. 设 X -— (Xo Sn)u21 是 平方 可 积 蒜 ， T 是 停 时 . 证 明 ， 


E X? « E 3 (AX,). 
n—1 
再 证 明 , 如 果 
lin E(X2I(r»n) «oo 或 lim E(|X,[I(r > n)) — 0, 


W| E(AX,3 —E Y X2. 
n—l 
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8. 设 X —(X,, £,)u2i ER, nr, «nr «... 是 停 时 序列 , 使 得 EX, 确定 和 


lim E(X?I(r4, 2n)) 20, mz 1. 
证 明 ， 序列 (X, A )mzi Aus 32 ha (如 同 往 常 ， 区 == (A c: AníTa 一 
j} € 2;, 7 > 1}). 
9. 设 X = (Xa, Z.)n»o 为 非 负 半 著 ,nn €« n <.… 是 停 时 . 证 明 , 序列 (Xr 
Anzi 4h SR. 
10. 作为 更 新 理论 的 基本 定理 ( 见 第 2 节 第 4 小 节 ) 的 补充 , 试 证 明 , 如 果 0 < 
Do; < oo, 则 有 
DN, 
t 


一 adD al， 上 一 oo 


和 中 心 极限 定理 





N, — at 
P «re—w(x, too 
SB | 


成 立 , 其 中 a = (Eoi) !. 
11. 设 £&6,£5:- 为 独立 同 分 布 随机 变量 序列 . 令 S, = 十 … 十 &x, n21, 


T—infíÍn 21: Sn, > 0} 


(如 果 对 一 切 n> 1, 都 有 S, < o, 则 如 同 往常 , 令 7 = oo). 
证 明 , 如 果 Ec; = 0, 则 E 7 = oo. 
12. 试 利用 第 1 节 第 18 题 中 的 序列 X = (Xk, Zx)oek«n. 的 著 性 质 ， 和 关于 停 时 
T, — min(0 kn: Sk > aj, a > 0 (nx—9g)J0osxksn, 都 有 S, « a, 则 
4 v, — n--1) 的 性 质 E Xo = E X,,, 证 明 如 下 不 等 式 (参阅 第 四 章 第 4 节 引 
理 1), 


P| max Sk >"| < 2P1l S, > aj. 


Ox k&n 


13. 作为 定理 1 和 2 中 命题 的 补充 , 试 证 明 如 下 结论 : 设 X = (Xs, 多) 是 蒜 , 7 为 
停 时 (P(r < oo] = a), i E|X;| < oo, lim E[|XslZ(r > n)] — 0. 则 有 


lim E[|X.|J(r > n)| 2 0, 
E|X.— X,An|—5 0, nm oo 
和 EX, = E Xo. 


中 原 书 中 为 “序列 OC, S u)s2i 仍然 为 半 款 ”一 -- 译 者 注 . 





14. 


15. 
16. 


17. 


18. 
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( 续 定 理 1 和 2) 设 7 与 7% 是 两 个 有 限 停 时 ,有 Pf{ni &« m1 2 1, Wl X — (Xn)ny0 
iik. 证 明 , 如 果 


E sup |X,| < oo, (x) 


则 有 E(X.|.2,)- X. (P-as.). 
提示 : 利用 如 下 事实 , 在 条 件 (*) 之 下 , 随机 变量 族 (XL, k 2 0) 是 一 
致 可 积 的 . 
设 > 是 由 例 1 中 (16) 式 所 定义 的 停 时 . 证 明 , 对 一 切 p 2 1, 都 有 Er? < oc. 
试 举例 说 明 , 存在 款 序 列 X = (X， 多 )n>o 和 停 时 7, 满足 如 下 条 件 (参阅 定 
理 1): 
lim ) |X4|dP = 0, 


n—oo J (r»n 
但 是 却 没有 E|X.| < oo ( 意 即 E(X,| = oo). 


设 M-(M,, £.,).»o JETER, 而 rw =inff>0: |IM;,| 2 NJ, Nz21(infg- 
oo). 证 明 , $& M — S nf fH, 24 ELO 


lim E |M,, (rw < oo) = 0. 


( 续 例 1 和 例 2) Ut £6, £2, 是 相互 独立 的 对 称 伯 努 利 随机 变量 序列 ( 即 有 
P{&; = 1} - Pf 31 = 1/2, i 2 1). 我 们 来 考察 停 时 r = inffn >0: 
Sn 二 1}, 其 中 So —-0, $,—£ £4, n21, H inf 2 —oo. 

(a) 对 A€R, 令 
a EX5n 


X 

" — (chA)? 
证 明 , 对 任何 A € R, 序列 (X2)42o 都 是 蒜 . 并 利用 这 一 事实 , 证 明 , P{r < oo) = 
1, Er = oo, 且 对 于 一 切 入 > 0, 都 有 


BE(chA)7 = e^ 


( 试 比较 (18) 式 ). 
(b) 令 a = 1/chA, 由 所 得 的 公式 知 


Eo! = y ioP(r-n) 二 (1 —V1-a?). 


nzl 
( 亦 可 参阅 第 八 章 第 8 节 第 26 题 .) 由 此 得 知 


P(r—2n-1) — (-1)"" C54, 


d —OX(X - 1): (X - n 1) 


n! 


Cx 
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19. 


20. 
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第 七 章 构成 著 的 随机 变量 序列 


(参阅 第 一 章 第 2 节 第 22 题 ). 

(c) & I —inf(S,: n« r). 证 明 , 对 一 切 k > 0, 都 有 

1 

kl 

(d) & r, — inf(n20: S, —13X S, — —k). 证 明 , r, — r (P-a.s), $,, 一 
S, (P-a.s.), k — oo, 但 是 ES 5 ES, (ES,, 20, ES, — 1). 试 说 明 “此 处 尽 
管 有 S, 一 S. (P-a.s), k — oo", 但 是 E S,, 却 不 收敛 到 E S. 的 原因 . 
在 定理 2 和 3 的 条 件 中 包含 有 所 考察 的 马尔 可 夫 时 7 具有 有 限期 望 的 假设 ( 即 
E < oo). 试 证 明 , 若 能 找到 整数 N 和 0 < e < 1, 使 得 对 一 切 n > 1, 都 有 


P(I«-k) = 


P{r<nti+N|IZF,}>e (P-a.s.), 


则 有 ET «oo. 


Pír2kN|)«x(1—-eYy, k21. 


Bt m(t) 为 更 新 图 数 (参阅 第 4 小 节 ). 初等 更 新 理论 断言 :  m(t)/t O 1/u, t 
oo. 如 下 两 个 命题 可 以 视 为 对 这 一 断言 的 精确 化 . 

(a) 如 果 更 新 过 程 N = (Ni):>o 是 d- 格 子 点 的 (对 于 d > 0, 随机 变量 oj 的 
分 布 函数 的 支撑 是 集合 (0, d, 2d,….}) 则 有 (RIZR BEER, 1936) 


Y^ P(T, - nd) 2 " n oo. 


k—1 
(b) 如 果 更 新 过 程 N = (Ni)iso 对 任何 d > 0, 痢 不 是 d- 格 子 点 的 , 那么 对 
任何 h > 0, 都 有 (布莱克 韦 尔 , 1948) 
Y PU TL <tth) mt "n - co. (*) 
k—1 


((*) 式 的 左 端 等 于 m(t 十 hh) — m(t).) 
提示 : 为 证 (a), 最 好 仔细 研究 第 八 章 第 6 节 定 理 2 的 证 明 . 
设 上 ,上 为 相互 独立 的 随机 变量 序列 , 有 P{é&i = 1} = p, P{é; = —1} = 
q, pq 二 1, i21. 设 z,a,b 都 是 整数 ,其 中 a «0 « b. 令 S. (z) = zM£idd- Es 
和 
T«(z) — inf {nn 20: S4(x) € a], 
T'(z) = inf(n 2 0: S,(z) 2 b), 
Tb(z) = inf(n 20: S,(z) « a XX S,(z) 2 b]. 





22. 


83. 
. p X 一 (As S )nzo jédE SUE PR, V = 


h 


$3. 一些 基本 不 等 式 . 253 . 
证 明 ， 
如 果 p<sg 且 xz>a， 
Pir(r)«oo]b-— 
如 果 p>g 且 z>a， 
如 果 p>qg 且 z<b 
P(7*(r) < 00} = 
Qr 如 果 p<gqg 晶 xz<b, 
P(z*(z)«oob-1, a« 


并 且 对 于 aszzszb,H 
p. To  5—a ((a/p)* — (a/p) 
Erat) — ep (5-9 9 AUS p 7e, 
Erzb(r)-(b—a)zr-—a) WülEp-q-1/2. 


BE £469, 为 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 , 它们 的 取 值 集合 为 {-1,0,1, 
且 具 有 中 位 数 jy «0. 令 So=1 S, 1-6 06. n21 AK 7 — inf {n> 
0: Sn = 0}. 证 明 , Br = ii. 








一 些 基 本 不 等 式 


(V5, S, 1)nz0 是 可 预报 序列 (61 E 
Jo), 0€ Wri & V « C (P-a.s.), 其 中 C 为 常数 . 证 明 , 可 将 不 等 式 (1) 推 
广 为 如 下 形式 : 对 任何 入 > 0, 都 有 


P [mas WX > A}+ / 
Oxkszn 


{ minax Vy Xx Ey 


Ocmkgcn 


V,X,dP < $ _ EVAX. (AXo = Xo). 
k—0 


.证明 下 述 克 里 克 伯 格 (Krickbeg) 分 解 的 正确 性 : 任何 满足 条 件 sup E |X,| < oo 


HJER X = (Xn， 多 )n>o 都 可 以 表示 为 两 个 非 负 奶 的 差 . 


O4 6,62, 为 相互 独立 的 随机 变量 序列 . 4 5 = cl 十 … 十 如 和 Sn，。 = 
35 45 证 明 如 下 的 奥 坦 韦 安 尼 (Ottaviani) 不 等 式 : 
j—m-41 
: P{lSn| » tj 
P [max 1 95j| > zt| < min P(IS;,] 二 本， i 0. 


1Xj& 


再 在 条 件 Eé&; —0(i 21) 之 下 , 由 上 式 推出 : 


| e| max |j | dt < zs 2 / Pig, >t}dt. (4) 
0 1&j 2E |S..| 
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提示 : 为 证 奥 坦 韦 安 尼 不 等 式 , 应 当 令 4 二 3 IS > 2 
Ak — (1S «26, i1, kl; [S54] 220, 1&k&n, 


则 有 4 = Y As 并 可 断言 , 对 上 0,78 
k—1 


P(A) | min. P{lS;nl « t) = P(A) POS) [ min. PS; < 


1Xj€n 
« P(Ain (IS4| » t3) 4---- - P(A. n (1S4| » t) < Pi{Sn| > t]. 
为 证 不 等 式 (*), 只 需 指出 , 在 条 件 Et; 20(4 2 1) 之 下 , 有 
oo 2E |Ss| eS PIS, > t) 
|, riget mj as [ a | s T7 pex PUES 


以 及 在 t > 2E|5n| 时 , 有 


1 一 max P(|S; 4| 2t 21— max PS; > 2 也 |9n|} 


EjSj,|. , 1 1 


21-— max 之 下 一 二 一 一， 
1<7<n 2E S, 





2 2 


. 设 6 ,2,.… 为 相互 独立 的 随机 变量 序列 , E£; = 0. 试 利 用 第 3 题 中 的 不 等 


式 (€), 证 明 , 可 以 将 不 等 式 (10) 加 强 为 
E max |$;| < 8E |S,]. 
1l&Sj&n 


. 试 证 明 (16) 式 . 


6. 试 证 明 不 等 式 (19). 
T. ix d M 为 o- 代 数 ， 有 Sg C. CcC..Cc4,. 设 事件 Ak € J., k= 


1,… ,n. 斌 利用 (22) 式 证 明 如 下 的 德 沃 里 获 基 (Dvoretzky) 不 等 式 : 对 A > 0, 


e^ cep rai Zi 


k—1 k—1 


提示 : 应 当 定 义 Xk = I(Ak), k — 1,...,n, 因而 有 ”二 max T(Ax) 一 
7 (à A 如 果 记 Y, = Y P(A4 £s), 则 由 (22) 式 , 得 


k—1 


P{X* 21] < E(Y, ^c) 4- P(Y, 2 €), 


由 此 即 可 得 出 所 要 证 明 的 不 等 式 . 





10. 


11. 


12. 


13. 
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. WX = (Zn)n>l 是 平方 可 积 蒜 ， (bu)n>1 是 非 降 的 正 数 序列 . 证 明 如 下 的 哈 伊 


X.—$ 6 (Hajek-Renyi) 不 等 式 : 





k 1 c E(AX2) 
> AVZ— , AXx = X&— Xy, Xo=0. 
-ee = Xk Xeon, Xo 


X 
P4 max | 一 一 
l1Ektzn 








. WE X — (Xn)n>1 是 半 蔷 ,g(xz) 是 上 升 的 非 负 下 凸 函 数 . 证 明 , 对 任何 正 数 h 和 


任何 实数 m, 都 有 


P4 max X,2 zr 
IXk&n 


} < Eg(hXn) 
g(hz) 


特别 地 , 有 如 下 的 杜 布 指数 型 不 等 式 : 


P| max Xy,2 J «e ^*EecdXs. 
1I«k&n 


( 试 比较 第 四 章 第 2 节 第 23 题 中 的 柯 尔 莫 戈 洛 夫 指数 型 不 等 式 .) 
设 和 ,6 是 相互 独立 的 随机 变量 序列 , 有 Eé = 0, E£2—1, n2 1.9 
T — inf [n21: » 5 > 中 其 中 inf = oo. 证 明 , 也 71/2 < oo. 
| 
设 上 = (& jnz1 是 蒜 差 序列 , 1 < p < 2. 证明， 


2,5 


《一 工 


p 


« €, y E |Xil?, 


i—l 








E sup 
nzl 


其 中 c, 是 某 个 常数 . 


设 X = (Xk)x>1 JS, EX, —0, EX; < oo. (作为 第 四 章 第 2 节 第 5 题 中 
的 不 等 式 的 推广 ) 证 明 , 对 一 切 n > 1, 都 有 


E X2 
P [max Xe 2} < LL € 2 0. 


I&k&n € -EX2' 


设 &,&2,… 是 相互 独立 的 随机 变量 序列 , 有 P(£, = 1} = p, P{én = -1) = 
q,p-q—l,0«p«1. $ $9-0, Sn=&6 t6, n2 1 
(a) 证 明 , 则 序列 ((q/p)9")52o JéBR; 又 如 果 p < q, 则 有 如 下 的 最 大 值 不 等 


k 


(如 果 p 2 q, 该 不 等 式 显 然 成 立 ). 
(b) 证 明 , 如 果 p < q, 则 有 


X: 


E sup Sn < EE 
n>0 d—p 
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(c) 证 明 , 上 述 两 个 不 等 式 中 的 等 号 都 是 成 立 的 , 即 当 p < q BJ, 随机 变量 
sup S, 具有 几何 分 布 (参阅 第 二 章 第 3 节 表 2): 


k 
P Inps, - &) = (7) (1-8), k 20,1,2,:-- 
n20 q q 


因而 E sup 5S, = E 


nzÜ q-—-p 

14. i M — (Mx, Sk )oxken pl Mo = 06, 并 且 一 0 < AMy &l—-ay, k=1,...,.n 

其 中 AM, = My 一 Mi_1，ax € [0, 1]. 作为 第 四 章 第 5 节 第 14 题 中 结论 的 推 

广 , 证 明 , 对 于 一 切 0 < xz < g, 其 中 =1- 刀 pp= 寺 >》 ax, 都 有 如 下 的 不 等 式 

k=1 
成 立 : 
P{M, > nr} < en) 
其 中 山河 二 前 uz) (2) 7 | 
提示 : 参阅 第 四 章 第 5 节 第 14 题 提 示 , 证 明 , 在 现在 的 情形 下 , 有 
E e^ M» = E [e^ M»-1g (eh A Ms |, 1)] 
«E [eios (a 一 an je 一 an 二 anenG en )| 


15. 设 M— (Mx, Fk) ks0 是 蒜 ， 有 Mo = 0, 并 且 对 非 负 常数 ax 和 bx, 有 
ak € AMy < br, kzl, 


其 中 AM, = My — Mia. 
(a) 证 明 , 对 一 切 z > 0 和 所 有 n > 1, 都 有 


27? 
P(M, > zj < exp4 ———————— 
p» (ax + b)? 


21? 
T 1 


2 (ax + bx)? 
k—1 


PÍ M, € zb < exp 4 — 


因此 亦 有 

27? 
2 (ax + b)? 
( 试 比 较 第 一 章 第 6 VORISSUUSESS. 5 节 中 的 相应 不 等 式 .) 


P(|M,| 2 x) < 2exp 4 — 
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(b) 证 明 , 如 果 对 一 切 k 2 1, 都 有 ak = a, by — (此 即 意味 着 对 一 切 k > 1, 
AIV a < AM; < 5b), 则 有 如 下 的 最 大 值 不 等 式 : 对 6>0 和 zz>0, 都 有 
P(M, 一 8n 之 7 对 某 个 n} « o [- Ca mz! (*) 
而 对 于 6 > 0 和 整数 m > 1, 都 有 


P(M, 2 Bn 对 某 个 n> m) < “0 { -ms | ; 


(a 4- b)* 
P(M, x —Bn 对 某 个 n> m) « exp lom 
( 试 比较 第 四 章 第 5 节 中 的 不 等 式 .) 


iE: 通常 将 (a) 中 的 不 等 式 称 为 霍 夫 丁 - 阿 佐 姆 (Hoeffding-Azym) 不 等 式 ， 
它 的 推广 形式 (b) 在 参考 文献 [101] 中 给 出 . 
提示 : (a) 对 于 任何 c > 0, 都 有 


P(M,2z)sxe "Ee^Mr, 
id V, = eM», 则 有 V, = V, 41e9^ M^, 这 就 表明 
E (V, | M, 1) = V4, 4E (e^ M7|M,, 1). 
通过 对 n 3S4, 并 利用 条 件 -ak < AM; < bi, 得 到 


"n 


H Tt Dre or Frage co c? 
P(M,2z)])b&e ll ee [I [S ety 
k=1 Qk + bk k=1 2 
亦 即 
+ bx)’ 
PÍM, > zl < B 2 N^ (ak + bx)" | 
{ rj op Cr+c 2, 8 


k—1 
再 由 c > 0 的 任意 性 , 即 得 
P(M, 2x) cmigen | Ld 一 ud 2 Loo 
i es 2 (ax + by? 
(b) 为 证 (*), 需要 引入 变量 
V, —exp(c(M, -z—n)), n20. 


应 当 指出 , XN c = GE 则 序列 (VW,)ws1 JE RRAEfa ER, 它 对 于 任何 有 限 的 
马尔 可 夫 时 r(K) (< K), 都 有 


E V.) « EVo-— e 8r8/(a--b)*. 
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4 T(K) —- min(n: M, 2 x 4 Bn XX n — K), 得 到 
P(M.x) 2 zt Br(K))] = PI; 21] & EV, (k) & E Vo, 


亦 即 
P(M,2r-fnXHE T n«K)x« expl - Ls 


4 K 一 oo, 即 得 不 等 式 (*). 由 它 按 如 下 方式 推导 , 可 得 进一步 的 不 等 式 Qe): 


P(M, > Bn 对 某 个 n>mj<Pfan > SE LP ate n 





< MIETEN s [^ eu] | 


B M = (M., Z.).»o 是 蒜 , 而 7 — inf(n 2 0: Ma 2 A, 其 中 入 >0 和 
inf 8 — oo. 证 明 ， 


P(r «oo) « A^! |Mll:, 

Mi = sup E| Mnl. 
符号 同上 题 , 证 明 ， 

》 EM 一 Me il2Trr > 有 入 2MI， 

k=0 
其 中 , M_1=0. 
设 M = (Mn， 多 .)nzo 是 款 , 其 中 Mo = 0. 令 AM, = My - Mii, [Mj, = 
22 (AMy)", id [M] 一 ([M]a, S )nzi 并 将 其 称 为 M — (Ma, 7 jn>0 的 二 次 
变型 . 证 明 , 如 下 二 条 件 


Esup |Mn| «oo 与 E[M]l/7? < oo 


是 相互 等 价 的 : 
Esup|M,|«oo «€  E[M]l/ « oo. («) 


(5 IR ORB ir 8 RHELSEARAR AS RAE TH UIS: 
AsllIM]AZ Il < LMzllp Bel IMIS S. p>1, 


其 中 , Mz = sup |M«|, A» 与 Bj 均 为 仅 与 p 有 关 的 常数 (参阅 (27), (30), 以 及 
专著 [72]), 可 将 该 不 等 式 视 为 上 面 的 不 等 式 (*) 的 “L? 精确 化 ”.) 
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19. 设 M = (Mi, Z)ksi JR. 证 明 如 下 的 伯 克 霍 尔 德 不 等 式 : 对 任何 > > 2, ff 
在 仅 依赖 于 r 的 常数 B., 使 得 


"n r/2 
EIM,|' x B. te (> ((&Mx)? | ze) 十 了 sup nar | a 
k—1 I&kszn 


其 中 AM = Mi 一 Mx_1, k 21, Tfl Mo — 0. 
20. (&&R2& 5X 了 设 6,65, - 是 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 , E& = 0, 且 对 某 


^rzi,4E|üfl«o. $?$S,-t£-4--&,n21. 则 根据 马 钦 凯 维 奇 - 济 
格 蒙 德 不 等 式 (26) 的 右 半 部 , 可 以 得 到 : 


" r/2 
E|S4|" « B.E (> «) 


1 一 ] 


其 中 OB. 是 某 个 仅 依赖 于 ” 的 常数 . 
试 运 用 关于 + > 2 的 闵可夫 斯 基 (Minkowski) 不 等 式 (第 二 章 第 6 节 ) 和 
关于 r < 2 的 cr 不 等 式 (第 二 章 第 6 节 第 72 题 ), 证 明 ， 


B,nE ||", 
ES," < 
Bow"ElSl, r2 


l&rzcz2, 


(特别 地 , 对 于 > > 2, 可 由 该 式 得 到 
Eln !?S,|" < B,E|&i|'. 


根据 @ 第 三 章 第 4 558 22 BL 8 lim E |n "7S," = E|Z[, 其 中 Z (0,0), 
o? - E&.) 


21. (和 矩 不 等 式 IT) 设 61,65, 是 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 , So 20, $, = Gr 
£,, n 2 1. 而 是 一 个 关于 滤 子 (225)..9 的 停 时 , 其 中 25 = (2,0), £8— 
xfS1,… ,Sn}. 证 明 ， 

(a) 4H O0 « r & 1, H. EJ&|" < oo, Bil 


E|S,|" < E|&| Er. 
(b) 4 1«r«2, H E|&|" « oo, E& - 0, 则 


E|S,|" « B,E |& | Er. 


@ 原 书 此 处 有 多 处 笔 误 : 将 “第 三 章 ” 错 为 “第 二 章 ", 将 唱 In-125nj"” 错 为 Bn-1/2|5n1"”, 将 
"lim E |n /2Sn|" = E|Z["" 错 为 limEn "7|S," ^ E|Z|n, 等 等 一 一 译 者 注 . 
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25. 


第 七 章 P RC BREL TE EFE 20 


(c) 4I r > 2, H. E|&[|" « oo, E& — O, 则 
E|S.|" « B,((E£2) E 77/7 4 E|£&|"E7] < 2B,E |t&|"E 772, 

其 中 B. 是 仅 与 + 有 关 的 常数 . 

提示 : 在 每 种 情况 下 , 都 应 首先 考虑 “ 截 尾 的 ” (有限 的 ) 停 时 rAn (n 2 1), 
然后 再 令 n oo. 
B 6,6, 是 相互 独立 的 随机 变量 , 试 证 明 如 下 形式 的 马 钦 凯 维 奇 - 济 格 蒙 德 
不 等 式 : 对 7 > 0 和 任何 n 21, 都 存在 常数 B = B(r)( 试 比较 不 等 式 (26)), 使 
得 


2r 
TU 
n" 3X" E[g;[. 


E « B 
j=1 j=1 


示 : 只 需 讨论 整数 > > 1 的 情形 , 该 种 情况 下 的 证 明 较 为 简单 . 
设 (所 )n>i1 是 正 交 随机 变量 序列 (E£j£j = 0, iz j; E&£2— 1, 一 切 i>1). 证 
HH, 对 于 任意 实数 序列 (65)52i, 都 有 如 下 的 近 德 马赫 - 梅 尼 绍 夫 (Rademacher- 
Men'shov) 不 等 式 成 立 : 对 任何 n>1 


2 
k " 
£i| «lI? i 
E OR, (ss < 2 
了 一 - 


j-1 


Ut (&njn>1 是 正 交 随机 变量 序列 , (cen);>1 是 实数 序列 , 有 


2 In? k « oo. 


二 ] 


E 





则 级 数 X cktk 概率 为 1 地 收敛 

提示 : 利用 上 题 中 的 结论 . 
(关于 伯 努 利 随 机 变量 的 极 值 作用 . I.) 设 6 ,… 
量 , P(£; — 1] - P(£i = —1) — 1/2. 

(a) 证 明 , 由 关于 p = 2m, m 2 1 情形 的 辛 钦 不 等 式 (26)( 参 阅 《 概率 》 第 二 
卷 p137) 的 右 半 部 可 以 推出 : 对 任何 n > 1, 都 有 


E Yakék aX. 
k—1 


开 一 工 
其 中 Xi1,… ,X 是 相互 独立 的 标准 正 态 N(0,1) 随机 变量 . 
(b) 以 X, 表示 具有 性 质 D X; 21, i = 1,… ,n, 的 独立 同 分 布 的 对 称 随机 


,tn 是 相互 独立 的 伯 努 利 随机 变 


2m 


«E 


2m 


? 














变量 X1,… X4 的 类 . 证 明 , 对 任何 n>1 和 m > 1, 都 有 
di 2m 2m 
E Dark < m ue Jess E ra 
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u (2m! 2ki 2k, 
E 2 arék 一 Gk Cai 0 anl "s 
k—1 ki4---Lka—m, ki 20 
- E (2m)! m: 2k 2k, 
E 2 akX |» 9m q! ET Ces, 
k=1 ki4- ka —m, ki 20 


以 及 当 局 十 … 十 kn 二 mki 之 0 时 ,有 27k) k.! € (2k)! (2kn)!. (注意 ， 
Qn) — (2m - 1) - EX?", 参阅 第 二 章 第 8 节 第 9 题 ,) 

(b) 24 m — 工时, 所 要 证 明 的 不 等 式 显 然 成 立 . WE m 2 2, 此 时 y(t) = 
E |z - Vt&i|?" 是 t>0 的 是 函数 , 再 通过 对 条 件 期 望 使 用 延 森 不 等 式 , 得 到 


2m n 
3 acts Xx| 


k—1 


, X4, 相互 独立 . 最 后 只 需 注 意 


2m 


«E 


3 














其 中 假定 &,-,6, B Xi 
(&|X1l, ,én|Xnl) Br (Xi, , X4). 


26. (关于 伯 努 利 随 机 变量 的 极 值 作 用 . TI.) 设 X, Xu 是 相互 独立 的 随机 变量 ， 
有 P{0< X; «11 21, EX; =Dii=1 n. W 6, 6s 是 独立 同 分 布 的 
伯 努 利 随 机 变量 , 有 P(£; —1] — p, Pl£; 2-0) —1- p, 其 中 p= Pt tpn. 证 
明 如 下 的 本 特 古 斯 (Bentcus) 不 等 式 : 对 一 切 z = 0,1,2,… 
PiXitorXQ2zj&eP(à tbe 2 mp, 


其 中 e=2.718::.,n>1. 


84. 3pghdngihulr era d AK XE XR 


1. 设 (45)n21 是 非 升 的 o- 代 数 序列 ， 4 2 Go x (145. 而 7] 是 某 个 可 积 
的 随机 变量 . 证 明 如 下 的 与 定理 3 相 类 似 的 结论 : 当 n 一 oo 时 , 有 


E(n|%)— E(n|g,) (P-as. 和 11). 


提示 : My = En| 缴 ), 以 Bn(a,b) 表示 序列 M = (MixUeken JA. EXER 
穿越 区 间 (a,b) 的 次 数 ”. 再 令 B.s(a, b) = lim Bn (a, b), 并 证 明 


Ell 
b—a j 


于 是 得 知 foo(a,b) < oo (P-a.s.). 接 下 来 的 步骤 与 定理 1 和 定理 3 的 证 明 类 似 . 


E Poola,b) < 
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t2 


S,-—£ 2-6, n2 1. 证明 ( 人 参阅 第 二 章 第 7 节 第 2 题 )， 


E(5|5. S.) -E(5|S) = (P-as), 


并 由 前 一 题 推 出 强大 数 律 : 当 n 一 oo 时 , 有 
x: — m (P-as. fll L!). 


提示 : 可 以 证 明 对 每 个 B eo(S,, Sn41,…'), 都 有 Elpt;  EIg6G, i mn, 
由 此 即 得 


E (5, | 59，， Di, -)2nE(£&|5,, $41, eJ), 


从 而 E (£1|$5, $541, o = 名 (P.-as.). 为 证 “名 一 m(P-a.s. 和 L1), 需要 
引入 o- 代 数 A (S) = f| o(Sa, Suus, ), 由 第 1 题 的 结论 可 以 得 到 Sa 一 
E (£i | 2^ (S)) (P-a.s. 和 71) 最 后 , 再 对 A75) 中 的 事件 4 利用 休 伊 特 与 塞 维 
杰 的 “0-1 fi" (参阅 第 四 章 第 1 节 和 定理 3). 

3. 如 下 的 结果 是 共同 使 用 勒 贝 格 控制 收敛 定理 与 莱 维 定理 的 结果 , 试 证 明 其 正确 
性 : 设 (£2)u2i 是 随机 变量 序列 , 有 &£, 一 € (P-a.s.)， [én| « 7, En < oo, 而 
{多 mm, m 2 1) 是 非 降 的 o- 族 , 2.5 — o (Fm). 则 P-a.s. 地 有 


lim — E(&|£) =E(€| Ze). 


Tt;—00, n 


提示 : 与 


E (5, | 5.) — EC|Z.) 
= [E (&.| Sm) — E(&1-75)] + [E(61 5) — E(E| Fo)), 


对 充分 大 的 n 和 m, 利用 勒 贝 格 控制 收敛 定理 (第 二 章 第 6 节 和 定理 3) 估计 土 
式 右 端 第 一 个 括 弧 ; 利用 莱 维 定理 (定理 3) 估计 寺 式 右 端 第 二 个 括 弧 . 
4. 证 明 (12) 式 . 
提示 : 对 于 所 有 关于 X. = o (Hi,… , Hn) 可 测 的 函数 而 言 , 函数 族 (Hia), 
H,(z)) 是 一 组 基 . 由 于 22, 中 的 成 员 数 目 有 限 , 所 以 关于 它 可 测 的 函数 都 
是 简单 函数 (第 二 意 第 4 节 引 理 3), 这 表明 带 有 有 限 个 常数 a1,… ,an 的 (12) 
式 成 立 . 于 是 由 基 {Hi(x),… ,; Hn(x)} 的 正 交 性 , 知 a = (f, Hi). 
5. 设 9 = [0,1), 多 = 2([0,1)), P 为 勒 贝 格 测度 , 而 f = f(x) e D. 


(kt1) 
fuz) — 2" / ,a andy, 如 果 k27" & z « (k- 1)27 


. 设 6,£,-- 是 独立 同 分 布 随机 变量 序列 , El&| < oo HI E£& = m. 令 
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证 明 ，f,(x) f(x) (P-a.s.). 
提示 : 令 X, -oc([27", 1277), j= 二 0,1,… ,27 一 1). 证 明 中 的 关键 步 
又 是 证 明 ( fa(x), S u)nsi AERA. 接 下 来 骨 利 用 定理 1. 


. 设 0 = 10,1), 多 = Z([0,1)), P 为 勒 贝 格 测度 , 而 f = f(z) e 六 .假定 该 函数 


在 区 间 [0, 2) 上 为 周期 函数 , 令 


" 
fis)e s 27f(s17 


证 明 ， 
fa(z) 一 f(x) (Pa. S. ) 


提示 : 定义 与 上 题 类 似 的 c- FOR, 并 证 明 (f(z), ,)421 是 车 ,再 利用 定 
理 1. 


. 设 对 = (Xn, 多)nz1 为 广义 上 款 , 即 有 


inf sup E (Xi |.2,,) «oo (P-a.s.). 
"T nzm 


证 明 , 定理 1XEFFI XE UE. 


. 设 (an>l 为 某 个 数列 , 对 所 有 满足 条 件 < 6 6 > 0 的 实数 t, 都 有 极限 


lim eite» 存在 . 证 明 , 极限 lim an 存在 有 限 . 

“提示: “极限 lim ef, dd < ó, 存在 ”等 价 于 “对 一 切 t e R, 都 有 极限 
Tim eiton 存在 ”. 故 只 18S uEB, 对 某 个 常数 e, 可 将 极限 函数 f(t) = lim erton 
表示 为 eite 的 形式 . 为 此 , 可 以 通过 证 明 f(t) 具有 如 下 各 条 性 质 来 实现 : 

(i) |f(£)| 2 1, t € R. 

(ii) f(t1 + t2) = f(&) + f (t2), t, t2 € R. 

(ui) f(£) 的 连续 点 集 在 R 中 处 处 稠密 . 


. W F-F(z) x € R, 是 分 布 函数 , a € (0,1). 假设 存在 0 € R, 使 得 F(0) = o. 


我 们 来 构造 序列 ( 罗 宾 斯 - 蒙 罗 (Robbins-Monro) 程序 ) X1,X2,… 如 下 : 
X441 Xn —n !(Y,—-o) Xo=0, 
其 中 六 ,站 ,是 随机 变量 , 有 
PíYi—-y) - 
1— F(0), 如 果 y=0,， 
而 对 于 ”> 1, 则 有 
om 如 果 y = 1, 
PiY, = YYy|X1,.…: Pc Ire ; Yn-1] T 


1— F(X,) 如 有 果 y==0. 
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证 明 “随机 逼近 论 ” 中 的 如 下 结果 : 对 于 罗 宾 斯 - 蒙 罗 程序 , 有 E|X,, 一 90|?2 一 


0, n — oco. 


10. 设 X = (X,, .Z,).9i ERR, 对 任何 停 时 7, 都 有 已 (X,;T(r < oo)) Z oo. 证 明 ， 
概率 为 1 地 存在 极限 lim X,. 


11. EX = (Xn, 多 jnyl B, um c (5 " > 证 明 , 如 果 序 列 (X,)w1 一 至 
可 积 , 则 极限 X。 = m X4 (P-a.s.) 存在 , JEH. "Hl" 序列 天 = (X4, Z,.)en&oc 
Rp. 

12. 现在 设 X = (QG, Fun REB x = (0. Us 3l 证 明 ， 如 果 序 列 
(X+)nzl 一 致 可 积 ， 则 极限 x. = Jim X4 (P- MEE 存在 ， 并且“ 闭 ” 序 列 
X = (Xn, Z,)i«n«oo Z^ Bh. 

13. 由 定理 1 的 推论 1, 可 以 推出 : 如 果 X AedEfA pn, 则 概率 为 1 地 存在 有 限 极 
BR Xe。 = im As ve 由 此 还 可 以 进一步 推出 如 下 各 条 性 质 : 

(a) EGE | 多) € X, (P-a.s.), n 2 1. 

(b) EX < lim E X,. 

(c) 对 任何 停 时 了 o ,都 有 E (Xi |F,) € Xo. 

(d) 对 一 切 满足 条 件 a) 一 0, z 一 oo IUXEZEPREX g = g(z), x > 0, 都 有 
Eg(X.;) = lim Eg(X,) 

(e) 如 果 对 一 切 xz > 0, 都 有 g(x) > g(0) = 0, 则 有 


X4-—0 € lim Eg(X,) — 0. 
(£) 对 任何 给 定 的 0 < p< 1, 都 有 
P(X, =0}=1 e lin EX?=0. 


14. 在 某 维 定理 (定理 3) 中 假定 了 条 件 Ejle| < oo 成 立 ， 试 举例 说 明 , 为 了 使 得 
E(£|.2,) ^5 E(£|.7) (P-a.s.), 可 以 仅 要求 Et 确定 ( 意 即 有 min (E£*, EE) 
< oo), 而 不 需 假 定 E |£| < oo. 

15. 如 果 X = (Xu 多)n>l 是 蒜 , 满足 条 件 sup 瑟 |X | < oo, 则 概率 为 1 地 存在 GE 
理 1) 极限 lim X. 试 举例 说 明 , TE ZEB X, 虽然 对 其 有 sup 瑟 |Xn| = oo, 但 却 
依然 概率 为 1 地 存在 着 极限 m. X, 

16. 试 举例 说 明 , 存在 靳 (Xujn>o, 对 其 有 X4, 一 -co, n 一 oo. 

17. 对 于 一 致 可 积 的 半 蒜 (ES) x = (X, 多 )n>zl， (根据 第 4 节 和 定理 2) 存在 “ 术 
语 上 的 ”随机 变量 X。, 使 得 X, 一 Xe (P-a.s). 试 举例 说 明 , Edo A ( Eit) 
序列 , 对 其 有 “术语 上 的 ”随机 变量 Xe。 存在 , 但 是 序列 (X,)521 却 不 是 一 致 可 





18. 


19. 


20. 


21. 


22. i M — 


23. 


24. 


94. ARR RICH AE ZI XE p 


积 的 . 


证 明 , 满足 条 件 
sup E (|Xs| ln* |Xnl) < 


试 举 例 说 明 ， £fikAE fn Bh X -— (X4, S nsis 对 每 个 TL 2 l, 都 有 E X,, 一 ], 而 
H.Mí n 一 oo BT, 逐 点 地 有 Xn,(w) 一 0, 但 是 却 有 E sup X, = oo. 


设 X = (Xn, 多 n)nz1 是 一 致 可 积 的 半 蒜 . 证 明 , 对 于 一 切 马尔 可 夫 时 7, 都 有 
E(Xw|F;) > X, (P-a.s.). 


(随机 变量 X。 就 是 , 根据 第 12 题 , 以 概率 1 存在 的 极限 lim X,.) 

( 续 定 理 1) 试 举例 说 明 , 存在 半 轩 X = (Xs, 9.) 对 其 有 supE|X;.| « oo, 
因而 概率 为 1 地 存在 lim X, (= Xoo), 但 是 却 有 X I^ x... 

(Mn 多 n)nz1 是 平方 可 积 款 . 证 明 , 条 件 


>》 也 (Mx — Mii)? < oo 


kzl 
( 亦 即 条 件 E(M)w。 < oo, 其 中 (M)w = lim (M),) 既 可 保证 M, 一 Me (P-a.s.), 
又 可 保证 M, ^ Mw, 其 中 Ms 是 某 个 满足 条 件 E M2, < co 的 随机 变量 
在 定义 半 蒜 X = (X, S,).so 时 , 假定 了 对 一 切 n 2 0, 都 有 E|X,| < oo. 其 
实 这 一 条 件 经 常 被 削弱 为 EX. < co, n > 0. 事实 上 , 半 鞠 的 许多 性 质 在 这 个 
关于 X, n 2 0 的 可 积 性 的 削弱 条 件 之 下 , 仍然 得 以 保持 . 

试 逐一 检验 第 2 ~ 4 小 节 中 所 列举 的 半 睹 的 性 质 中 , 哪些 性 质 在 削弱 后 的 
可 积 性 条 件 之 下 仍 可 成 立 ， 

若 X = (Xa, 多 jn>o 是 上 蒜 (BB. Xi 为 多 可 测 , E[X,| < oo, HE (X4 4.) 
X X4, n 2 0), 则 根据 定理 1, 在 条 件 sup E |X,| < oo 之 下 , 概率 为 1 地 存在 极 
限 lim X, = Xe 有 El|Xol < oo. . 

我 们 指出 , SESIURTE "E(XSí 195) « X^ 即使 在 没有 “也 |XHi| < oo" 的 
假定 条 件 之 下 也 依然 可 以 成 立 . 数学 期 望 E (a5), 例如 在 条 件 X, >0 
之 下 , 就 可 以 被 确定 , 虽然 其 值 可 能 为 无 穷 . 

与 此 相关 联 的 , SLROUI—UI n 2 0, SFR P(X4, 0}=1 及 E(Xntl | 多 n) < 
X, (P-a.s.), 则 称 此 时 的 X = (X4, 多 ,jnzo 是 非 负 上 著 序 列 . 

证 明 , 对 于 非 负 上 扶 序 列 X = (X。 多 ;,)nzo, 概率 为 1 地 存在 极限 lim Xn 
(= Xeo). 并 且 如 果 P{Xo < oo) 2 1, 则 有 P{Xw < o0}=1. 
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提示 : 利用 建立 在 关于 相交 数 的 第 3 节 定 理 5 中 的 (37) 式 基 础 上 的 定理 1 
的 证 明 . 
( 续 第 二 章 第 2 WS 15 题 ) 第 二 章 第 2 节 第 15 题 曾 经 指出 : 关于 o- 代 数 的 如 
下 等 式 一 般 来 说 是 不 成 立 的 : 


(1o($. &) = 0(g, {| &). 


TL 


试 证 明 , 为 了 该 等 式 能 够 成 立 , 只 需 满足 条 件 : 
对 于 一 切 n > 1，c- 代 数 乡 与 6 都 关于 o- 代 数 6, 相对 独立 亦 即 对 
4e9g Be@, 都 (P-a.s. 地 ) 有 


P(An B|é,] = P{A|6n}P{B|G,}. 


提示 : 只 需 证 明 , 对 每 个 € ve 可 测 的 有 界 随 机 变量 X, 都 (P-a.s. 地 ) 有 


E (x | eve) =E x | (4 v ne). 
而 为 此 , 又 只 需 对 如 下 形式 的 随机 变量 证 明 这 一 结论 : 
X = X4Xs, 


其 中 Xi 5 x, APR A BSULT ERE, X, 为 名 可 测 , x» 为 & 可 测 . 
然后 再 利用 已 经 证 得 的 条 件 独立 性 及 第 1 题 中 的 Li 收敛 性 . 


设 6,69... 是 相互 独立 的 非 负 随机 变量 序列 , 有 EG; « 1 HIP (6 — 1) « 19. 
令 M, ££, n2 1l. 证明, 34 n 一 co 时 ,有 M, 一 0 (P-a.s.). 
提示 : 注意 序列 (Mi),z1 d&3Efa Eh. 


设 (0, (-Zi)izo, P) 是 可 滤 空 间 ， 其 中 So x (e, gy. 设 £1, €2, tS 是 随机 变量 序 
列 , 其 中 &; 是 多 可 测 的 . 假设 有 sup E |&;|* < oo, 其 中 a e (1,2]. uEBH, 


- Y 6 - E(&15i)) 3" o. 
i-—1 
( 试 比较 第 四 章 第 3 节 中 的 强大 数 定律 和 第 五 章 第 3 节 中 的 遍历 性 定理 


半 蒜 和 蒜 的 收敛 集 
证 明 , 如 果 半 对 x = (X,, 多 ;,)nz1 满足 条 件 E sup[X,| < oo, 则 它 属于 C+ 类 . 


中原 书 中 为 “有 E& <1 和 Pf{&1 = 1 < 1" — HG. 





e. 
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. WEB], 定理 1 和 定理 2 对 于 广义 半 著 仍然 成 立 . 
. 证 明 , 对 于 广义 半 拷 , (P-a.s. 地 ) 成 立 如 下 结论 : 


[at sup E (X; |.2,,) < ~| C [X4 一 上 
"T. n2m 


. 证 明 , 定理 1 的 推论 对 于 广义 半 蒜 仍然 成 立 . 
. 证 明 , C+ 类 中 的 任何 广义 半 黄 都 是 局 部 半 鞭 , 


TL oO 
. : a 
. Wa, 250,n21,9b,-— ax. 证 明 ，》 p; «o 
k—1 了 一 上 "mn 


提示 :分 入 au < oo 与 Y. a, = oo 两 种 情况 讨论 . 
n—1l n-—1 


. 设 0, 丘 ,82,… 为 一 致 有 界 的 随机 变量 序列 : len| < o, n > 0. 证 明 , 级 数 57 6, 


与 级 数 37 E (Es Léo Es seni) 具有 相同 的 (P-a.s.) 敛 散 性 , 即 同 为 (P-a.s.) 
收敛 或 同 为 (P-a.s.) 发 散 . 


, WX = (no dé, 对 某 个 c < o0, 有 AX = Xn X4 a € c(P-a.s.) (AXo = 


Xo). 证 明 , (P-a.s. 地 ) 有 


iX. —} = [sun X4 < =| 


. 设 六 二 (Xa, S )nzo Ji. 满足 条 件 SUp E|X;| « OO. 证 明 ， 2 (AXn) < 


oo (P-a.s.). ( 试 比较 第 3 节 第 18 题 .) 
WX -—(X.,.2,)»5o Je, 满足 条 件 E sup|AXn| < oo. 证 明 ， 


{Dey < d ETX. esr 


1/2 

< oo, 则 序列 X = (Xn)nzo 概率 为 1 HeACSNC 
设 X 一 (X5, S )nzo p 满足 条 件 Sup E|X;| < OO; 而 设 Y= (Yn )nz1 是 可 
预报 序列 , 满足 条 件 sup (到 | < oo (P-a.s.). 证 明 , 级 数 2 Y,AX, (P-a.s.) 收 
> > | 


设 X 一 人 S )nzo dé RR. 有 SUD E ([AX.|J(r < oo)) « OQ, 其 中 的 上 确 界 系 对 
所 有 有 限 的 正 停 时 7 所 取 . 证 明 ， 


(Boe < d C (X, — oo]. 


特别 地 , 如 果 E (Boy) 
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. 试 证 明 (6) 式 . 
, 设 P, ~ P,, n > 1. 证 明 


- 


Q 
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设 M = (Mn 9,) 是 平方 可 积 款 . 证 明 , 对 集合 {(M)w = oo) 中 的 几乎 所 有 ww， 


都 有 


慨 率 测度 在 市 滤 子 的 可 测 空间 上 的 绝对 连续 性 和 奇异 性 


P~P e P{zw <o00} =P{z > 0) = 1, 
PIP e Píz;—o)-14XPiz,-0)-1. 


OWPSQ«P,n21,W 74 (XT (£,) 的 ) &t,P. = BP|Z, 与 P,-PI|g, 


分 别 是 测度 P 与 P 在 o- 代 数 .多 上 的 限制 . 证 明 , 如 果 fr = oo) = {zo < 
oo) (P-a.s.), 则 有 P, < P+. (特别 地 , 如 果 P(r < oo) = 1, 则 有 P. « P...) 


. 试 分 别 证 明 计 数 公 式 (21) 和 (22). 


提示 : 直接 验证 对 任何 A €. s, 都 有 
E IAE (9.Z, 1)zn 1] = E [TAnznl. 
为 证 明 第 二 个 公式 , 应 当 注 意 : P{z_1 = 0} = 0. 


. 试 证 明 不 等 式 (28), (29) 和 (32). 


6. 试 证 明 (34) XX. 
7. 设 第 2 小 节 中 的 序列 € = (6,82) 与 上 = (6,82) 均 由 独立 同 分 布 的 随机 


变量 构成 . 

(a) 证 明 , 如 果 Pe. « Pe,, 则 P< P, A ELDUS 测度 Pe 与 Pe, 相互 重合 . 
如 果 P. « P. HOP Pa, PL1P. 

(b) 证 明 , 若 Pe ~ Pe,, 则 二 者 不 可 兼 得 : 或 者 P = P, 或 者 PLP ( 试 比较 
定理 3 中 的 角 谷 “不 可 兼 得 说 ”). 


. 设 P 与 都 是 可 滤 空 间 (Q, 2, (ZJn>i) 上 的 概率 测度 . 设 P « P ( 即 对 所 


finz1 都 有 五 。 < PP 其 中 P。 = 了 | 多 P,—PLE.) 令 z, 355 n>1. 


证 明 , 如 采 r 是 马尔 可 夫 时 , 则 在 集合 {7 < oo) 上 (P-a.s. 地 ) 有 





PO«P. 与 


~ loc 


. 证 明 , P < P, 当 且 仅 当 , 存在 具有 性 质 P (lim 7, = oo) = 1 的 上 升 的 停 时 序列 


(m)nz1, 使 得 对 每 个 n 2 1, 都 有 PL. « P... 
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10. i PEP,4z-d, n z 1. 证 明 ， 
P [int a > J es. 


11. 设 PP. A z 一 d», n 21, JM. —oc(U 9). 
证 明 下 列 各 条 件 相互 等 价 : 
(i) P4, « Pw, 其 中 , Pw = PLZ, 而 Pw — PEZ. 
(ii) P 4supz, «oo? — I. 
(ii) BR (z,, .2,)451 一 致 可 积 . 

12. ik (Q, 多 , P) 为 概率 空间 , 9 是 多 的 可 分 的 子 o- 代 数 , 它 是 由 多 的 子 集 类 
(G,: n 2 1) 所 生成 的 . 4 €, =o (G1,… Ga) 而 多 是 生成 纪 的 关于 0 的 
最 小 分 割 . 

i Q 是 (9, 多 ) 上 的 另 一 个 概率 测度 . 令 





(约定 0/0 = 0). 证 明 ， 
(a) 序列 (Xn, d, )nzi 是 (关于 P 的 ) 9x 
(b) 如 果 Q 之 P, 则 序列 (X5, €,)52: IR. 
13. ( 续 上 题 ) 证 明 , 如 果 Q < P, 则 存在 9 可 测 的 随机 变量 X。 = Xe(w), 使 得 
x, 5 X4, X, - E(X,,|£,) (P-a.s.), 并 且 对 于 任何 A € €, 都 有 


Q(A) = | X.,dP. 


(本 结论 不 是 别 的 , 它 恰 恰 就 是 关于 可 分 的 子 o- 代 数 9 c 多 的 拉 东 -- 尼 科 过 姆 
定理 (第 二 章 第 6 节 ).) 
14. ( 续 角 谷 “不 可 兼 得 说 ”) 设 o1,05,. 是 相互 独立 的 非 负 随机 变量 序列 ， 有 
Eo; 一 1. 令 == IT Ok, Zo — 1. 证 明 ， 
(a) 序列 (zz 是 ( 非 负 ) B 
(b) 概率 为 1 地 存在 极限 lim z, (= zoo). 
(c) 下 列 各 条 件 相互 等 价 : 
ü) Ezy 1. (ii) (zn)nzo 为 一 致 可 积 族 . 
(iv) xa -EVa;)«oo (v) IL Eva; » 0. 


1 
(ii) 25 H LA 
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87， 随机 游 动 越 出 曲线 边界 的 概率 的 渐 近 式 


1. 证 明 , 由 (4) 式 所 定义 的 序列 是 甘 . 如 果 取 消 条 件 lo, | < c (P-a.s.), n 2 1, 那么 
结论 是 否 还 成 立 ? 
2. 试 证 明 (13) XX. 
提示 : 只 需 将 Ez? 表示 为 : 


TL 


FE zn = [I (pem {ent e jt) ; 


Ek 二 2 
再 利用 随机 变量 & 的 正 态 性 (£x ~ N(0,1)). 
3. 试 证 明 (17) XX. 
4. V 和 ,和 是 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 , S, —6 £6, n2 1. 对 c>0， 
今 
T(z0) = inf {n21: S,20], Tyo) = inf{n2>1: 5,> c) 
(如 同 往常 , inf & = oo). 证 明 ， 
(a) P{r>o< 0) 2 1 © PllimS, = oo] = 1. 
(b) (ET(y0) < oo) SS (对 一 切 c > 0, Ense < oo). 
5. 在 寺 题 的 基础 上 , 再 定义 


7(>0) — inf Ín 21:54,» 0), T(g0) = inf Ín 21: $4& 0), 


T(«0) = inf(í(n 21: $4,«0]. 
证 明 ， 
1 Es re 1 
Pír(zo)— oo) 79 ' P[rno oo) 
6. 设 £&,£o,-.. 是 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 , El > 0. 令 5,4 
^o £o n2 1L ft $2 50. 
证 明 , 如 上 所 和 定义 的 马尔 可 夫 时 xx>o 与 mgo) 都 是 有 限 的 , 并 且 概 率 为 1 

地 有 limS, = oo, limS, = —oo. 
7. 在 上 题 的 条 件 下 , 证 明 , 概率 为 1 地 有 S, 一 oo, 当 且 仅 当 , 存在 (关于 流 5 = 

(uoi, 其 中 4 o(&,:-- 358) H3) 停 时 T, 使 得 ET «oo 和 ES,.0. 
8. iX (Q, 9, (2,),5o, P) 是 可 滤 的 概率 空间 . 令 


ha = An 十 OnÉn; n zl, 


其 中 ， lin £] On 是 多 1 可 测 的 ， on > QU. 而 € 一 (55, J)nzi 是 相互 独立 的 标 
准 正 态 AN (0, 1) 随机 变量 序列 . 证 明 , 序列 h = (ha, ,)52i 是 条 件 高 斯 的 , BI 


Law(hn | .Fn_1; P) = N(1n,02) (P-as.). 


E7(50) = 





10. 


8$7、 随 机 游 动 越 出 曲线 边界 的 概率 的 渐 近 式 . 271 . 
* 2 
ev lx. /kk 
2. -en|- Ya - 5 Y (A) | nzl 
证 明 ， 
(a) 序列 Z, = (Zn)jnz1 (关于 测度 P) Acht. 
(b) 如 有 


7 2 
E exp DG EE ( 即 有 诺 维 可 夫 条 件 成 立 ) 
—1 
的 
oo — eXp 4 — — x — ; 
ki OK 2 Ck 


则 Zn = (Zn)n21 是 一 致 可 积 识 ， 概率 为 1 地 存在 Zoo = lim Z4, 且 Zn = 
E(Zso|.274), n 2 1. 


及 


. 设 4 —o(U4,). 采用 上 题 的 记号 , 令 


P(dw) = Z4, P (dw). 
证 明 , 如 果 EZ. = 1, 则 条 件 分 布 
Law(j | 21; P) = N (0,02). 
如 果 进 一 步 , o2 = o2(w) 与 w 无 关 , 则 
Law(,, | P) = 人 (0, o2), 

在 此 , 随机 变量 hio ha, 是 (关于 P) 相互 独立 的 . 
设 X, = eft", 其 中 H, — hic -ha, n 2 1, Hl hr — ust OkEk, X 
Uk, 0k, &, k 2 1, 均 同 第 8 题 . 

证 明 , 如 果 (P-a.s. 地 ) 有 


2 
lik d SE 0, k 21, 


2 
则 x —(X,, £,),2: RR. 
假设 上 述 条 件 对 某 些 上 > 1 不 成 立 . 令 


OG OO 2 
B B Bk CE 1 Bk | Ck 
em UEG EG 


假设 EZ. = 1 引入 测度 
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88. 


. 设 Es — na t Cn, n > 1, 其 中 ha S 9, Wi C - 0. 证 明 , &, S a. 
. Y (&(&)). 


Qoo -1 C» Qv 4 


第 七 章 构成 著 的 随机 变量 序列 


并 令 多 -sU.). 
证 明 , 关于 测度 BB, 序列 (Xu， 纪 jn>1 是 蒜 , 其 中 X, = ext" 


相依 随机 变量 之 和 的 中 心 极 限定 理 


n 21,e€ > 0, 为 随机 变量 族 , 对 每 个 。 > 0, 34 n 一 oo BF, 都 有 
tn(e) 0. 试 利用 诸如 第 二 章 第 10 节 第 11 题 中 的 命题 , 证 明 , 存在 数列 =。| 0， 
使 得 如 (sn) 5 0. 

示 : 应 当选 取 60, 使 得 


Pilén(en)| 227] 2", nz 


. (og) 1 <k <n, n> 1 是 复 值 随机 变量 , (P-a.s. 地 ) 有 


Djlarl < C, lag| an 1d0. 
证 明 , 当 & — oo 时 , (P-a.s. 地 ) 有 


oar 
im ] [a * ob l. 


. 试 证明 关于 定理 1 的 注 2 中 的 命题 

. 试 证 明 第 4 小 节 中 所 陈述 的 引 理 . 

. 试 证 明定 理 3. 

. 试 证 明定 理 5. 

. 设 € — (En) oceneoo 是 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 ,有 E£, —0, D£, < oo. ££ 


义 序列 9 = (n)azi 如 下 : 


Tn 一 > Co — 36, » lc;|^ < DO. 


j—-—oo j--—oo 
假设 
D? — E (m o 9. 一 oo. 


"mh 十 十 9 1 全 —t?[2 
P4-————— «zx 一 -一 e dt. 
D, j M v 2m 一 CO 


证 明 ， 





88. 相依 随机 变量 之 和 的 中 心 极限 定理 -273 . 


9. 设 (Q^, 多 ",， (.Zl')oexe,, P^) 是 可 滤 概 率 空 间 , n 2 1. 对 每 个 n > 1, 都 给 定 了 
一 组 随机 变量 e^ = (i)1gpgn, RP 6p 是 SP 可 测 的 . 
B udEÉ(R, Z(R)) 上 的 无 穷 可 分 分 布 , 具有 特征 函数 (2 c, 书 ) (参阅 第 三 
章 第 6 节 第 17 题 , 其 中 h = h(z) 是 连续 的 截断 函数 .) 
证 明 , 欲 随机 变量 Zr = 2 £" 的 分 布 弱 收敛 到 jy, 只 需 如 下 各 条 件 成 立 : 


sup P^(leg| > €|.-22.,) ^0, €» 0, 
1Xkszn 


Y^ E'"|h(£g)] 2] b 


1xksmn 


3. (Er meo 22a) - (G^ php ILIAD) ^ & 


IXk&n 


Y. E'[geu0224] ^ F(g, ge G1 
1 ksn 
其 中 , E= c4 f P? (z)F(dz), 而 6; = (g) 是 所 有 形 如 ga(z) = (a|z| - 1)* ^1 Ej 
函数 的 集合 , 其 中 o 是 有 理 数 , 又 F(g) = f g(z)F(dz). 
10. 设 66 和 是 严 平稳 随机 变量 序列 , E£o = 0. 
5 题 ) 


令 (参阅 第 六 章 第 3 节 第 


ay —sup [PAG B) - P(A)JP(B), k21, 
其 中 的 上 确 界 系 对 所 有 满足 如 下 条 件 的 集合 所 取 : 


A€4,-—ac(&o), BE PE -os(& tri) 


4» 


证 明 , 如 果 对 某 个 p > 2, 强 混合 系数 (ox, k 2 1) 满足 条 件 


NC ao « co, 


kz1 
是 对 该 m 8 E £o]? < oo, 则 随机 变量 X7 ,--- 


到 随机 向 量 (VcBi ,--- 
而 c 是 如 下 形式 的 常数 : 


,Xr 的 联合 分 布 Pr ，， 弱 收 伍 
,VcB,) 的 分 布 已 , 14,, 其 中 B = (Boso 是 布朗 桥 ， 


c- E& -2y EG. 


k21 
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， 伊 蕨 公式 的 离散 版 本 


. 试 证 明 (15) 式 . 
. 在 关于 随机 游 动 S = (5%)w>o 的 中 心 极限 定理 的 基础 上 , 证 明 


2 
E NA ~ zn TL OO. 


( 试 比较 第 一 章 第 9 节 第 3 题 中 的 提示 .) 
ik: 在 第 七 章 第 9 市 例 2 中 的 (17) 式 和 (18) 式 中 的 1/27 应 当 为 2/m. 


， 试 证 明 (22) XX. 
. Q4) 式 可 对 所 有 函数 FP € C? 成 立 , 试 证 之 . 
. 试 将 (11) 式 推广 到 非 齐 次 d 维 向 量 的 场合 , 其 中 以 分 布 函数 F(k, Xl, .… ，Xg) 


取代 F(X%). 


. 设 f(z) = F'(z). 我 们 来 考察 等 式 


F(Xn) = F(Xo) + 9 | fX&—)AXk + DF(XE) — FU) — f(Xk-1)A X4), 
k—1 k—1 
RUE CGNORARUN S, 它 却 可 以 视 为 离散 时 间 场 合 下 的 一 个 换 元 公式 ( 伊 芯 公 式 
的 离散 版 本 ). 
试 给 出 一 个 映射 , 以 表明 如 何 可 以 由 该 式 得 到 关于 布朗 运动 场合 下 的 二 次 
连续 可 微 函数 FP = F(x) 的 伊藤 换 元 公式 ((24) 式 ). | 


. 试 将 上 题 中 的 公式 推广 到 非 齐 次 d 维 向 量 的 场合 (以 F(k, X1, --, Xd) 取代 


F(Xx)). 


.( 续 角 谷 公 式 的 离散 版 本 ; 参阅 第 一 章 第 9 节 第 3 题 ) 考察 对 称 伯 努 利 系 统 ( 即 : 


独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 6,82, -,7H P(£ 1)  P(f£. = 一 1} =1/2, n> 
1,4 S920, $,—£ t -£4, n21.9] zceZ-1(0,31,€22,.-..), id 
Ns(2)=#{k, 0c kzm: S,-—z), 
亦 即 满足 等 式 % = r4 0xksxn 的 整数 上 的 个 数 . 
证 明 角 谷 公 式 的 如 下 离散 版 本 


[$4 — z| — |x| 4- > ,sign (Ski — z)AS, + Nn (2). 
k=1 


注 : 如 果 B (Boso 是 布朗 运动 , 则 由 著名 的 角 谷 公式 知 


t 
[Be z|- dax I sign(B, — z)dB, + N,(rz), t20, 
0 





§10， 保 险 中 破产 概率 的 计算 . 著 方 法 «275 - 


其 中 Ns(z) 是 区 间 [0, 中 布衣 运动 处 于 水 平 ze R 的 局 部 时 . ( 莱 维 关于 局 部 
时 Ni(7) 的 定义 是 : 


1 t 
Ni (7) = lim - [ I(|B, RA z| < Ee}dz, 


可 参阅 , 例如 , 文献 [12], [97].) 


810. 保险 中 破产 概率 的 计算 . 著 方 法 


1. 证 明 , N = (Ntyo (在 假设 A 之 下 , 参阅 《概率 》 第 二 卷 p201) 是 独立 增 量 过 
程 . 

2. 证 明 , X = (Xijtzo 也 是 独立 增 量 过 程 . 

3. 考察 克拉 默 - 林 德 伯 格 模型 , 并 对 ci, i = 1,2,:… 为 相互 独立 的 几何 分 布 随机 变 
& (BU P(c; = k) = ol1p, k 2 1) 的 情形 陈述 相应 的 定理 . 

4. 设 N = (Ni)izo 为 由 (3) 式 所 定义 的 (以 入 为 参数 的 ) 泊 松 过 程 . 令 0 = to < 
£j «t2 «c «t, 0€ k «ko & - « k,. 证 明 如 下 的 “ 马 氏 性 ”: | 


P(N& = kn | Nu = hye ,Nes = ka) = P{Ne, = kn | Ne, = kn) 


5. 设 N = (Noiso 是 标准 ( 即 参数 为 和 = 1 的 ) 泊 松 过 程 , 而 Ab 是 非 降 右 连续 
函数 , 有 和 A(0) = 0. 考察 过 程 N oA = (NA)y)izo, 并 研究 其 性 质 (有 限 维 分 布 , 矩 
等 等 ). 

6. 设 (五 ,… , T.) 是 泊 松 过 程 的 前 m. T BEEKBNEZA], 而 (Xi1,:… ,Xn) 是 相互 独立 的 
区 间 [0,4 上 的 均匀 分 布 随 机 变量 , XO... XC) 是 X1,.… ,Xn 的 秩序 统计 量 . 
证 明 ， 


Law (Ti,--- n | N+ E n) — Law (XS sss XQ, 


即 随机 向 量 (Ti Tu) 在 条 件 Ne = n 之 下 的 条 件 分 布 与 随机 向 量 (X9. 
X) 的 分 布 相同 . 
. 证 明 , 对 于 泊 松 过 程 , 当 s < t 时 , 有 


| 


MEM —sf/t-^, mn, 

P(N,-—m | N,—n)- 

0, m » n. 

8. 在 初等 概率 论 中 就 已 经 证 明了 : 如 果 X, 5 X, 是 两 个 相互 独立 的 随机 变量 , 分 
别 服从 参数 为 Ni 与 À2 的 泊 松 分 布 ， 则 Xi 十 XX。 是 服从 参数 为 Ai 十 入 2 的 泊 松 
分 布 的 随机 变量 . 试 证 明 其 逆 命 题 ( 拉 伊 可 夫 ): 设 Xi 与 Xz 是 两 个 相互 独立 的 
随机 变量 , 使 得 X, + Xs 服从 泊 松 分 布 , 则 Xi 与 Xs 均 服从 汝 松 分 布 . 
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9. 设 N = (Not>o JÉBRIEIBPASURE, 9 是 与 N 独立 的 正 值 随机 变量 . 我 们 来 考察 
干扰 过 程 N = (Nilt>o， 其 中 N,— Nio. 证 明 这 一 过 程 的 如 下 各 种 极限 性 状 : 
(a) 强大 数 定律 : 
2 — 0 (P-as., too 
(参阅 第 四 章 第 3 558 4 小 节 例 4. 


(b) 中 心 极 限定 理 : 


(c) i 0 « D 0 « oo, 则 ， 





N.-EN 0 一 BEba 
/DN, vD0 


10. 证 明 , 等 于 给 定 的 v > 0, “破产 图 数 " 





ya =P {Xo (7 P(T « o5] 


可 以 表示 为 
v$(u)-P {sup 2 ul | 
nzl 


其 中 了 x: > l8 一 Co; ). 


再 证 明 , 第 10 节 中 用 对 方法 所 得 到 的 估计 式 Wuj < e- P 可 以 用 更 为 初 
等 的 方法 推出 . 意 即 : 如 果 记 Q(u)- P {maxigsksn Ys 2 u), n 2 1, 则 显然 有 
Vi(u) « e-Re. 余下 再 用 数学 归纳 法 即 可 得 知 , 对 一 切 n > 1, 都 有 yn(w) < 
e P". 

li. 破产 时 刻 的 定义 是 了 = inf {t > 0: XX < 0}, 但 有 时 也 以 T= inf {t>0: Xi < 
0} 作为 破产 时 刻 . 试 分 析 , 如 果 将 T 换 为 T, 那么 第 10 节 中 的 各 种 结果 将 会 怎 
样 变 化 ? 

12. 作为 第 2 小 节 所 引入 的 ( 齐 次 ) 泊 松 过 程 的 推广 , 我 们 来 考察 非 齐 次 泊 松 过 程 
N= (Ne)tzo, 其 定义 为 

N, = 5 I(T; « t), 


i 之 1 


其 中 T= a1 十 … 十 0i, 随机 变量 o; 独立 同 分 布 , 服从 如 下 分 布 : 
Pc; € t] —1-— exp - Xsjds ; 


为 ， NEN, , 0—-E0 : 
Om 3 . ANS o US 一 一 VERI. 
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在 这 里 , A(t) 称 为 强度 函数 , 有 A(t) > 0, h A(s)ds < oo 和 f," A(s)ds = oo. 证 
HH, : 
(fe Xs)as) 


i 


P(N, « k) - P(Ty » t) — P» [- Í )ds | 


1—0 
13. 设 N = (Najiyo 是 非 齐 次 泊 松 过 程 (参阅 第 12 题 ), (cn>o 是 独立 同 分 布 的 随 
机 变量 序列 , 且 与 过 程 N 独立 . 设 g = g(t,z) JE Rx R EBJAEfA PRÉC. 证 明 如 
下 的 康 贝 尔 公式 


E Y g(r Ea) « 0) = [| Ele(ss Xs)ds 


nssl 
14. W.N = (Nijtzo 是 齐 次 泊 松 过 程 , No = 0, Ni — Y I(T, « t), t > 0, 而 随机 变 
É osa Tua 一 Th (n 20, To=0) 独立 同 分 布 , 有 
P(ocQi;22)-6e ^, 20. 
4 U,—-t— Tv, V — Tui. 证 明 ， 
P{U < u, Vv}= tu») 十 Tru<t} ll 一 e ^*ya Le) 
(特别 地 , 由 此 可 以 得 知 : 对 于 每 个 t > 0, 随机 变量 U, 与 V, 都 相互 独立 , 并 且 
V; 具有 参数 为 和 的 泊 松 分 布 .) 试 求 概率 P(TN 41 一 Tw, 2 z). 证 明 , P{TN,+41 一 
Tw, 22) £Ze^7* (= P{Tn+41 - T, 2 z)). 并 且 证 明 , 当 t 一 00 时 ，Tw,41 — Tw, 


的 分 布 弱 收 敛 到 两 个 相互 独立 的 均 服 从 参数 为 A 的 指数 分 布 的 随机 变量 之 和 
的 分 布 . 


811. 随机 金融 数学 的 基本 定理 . 无 套利 的 蒜 特 征 


. 证明, 24 N = 1 时 , 无 套利 条 件 等 价 于 不 等 式 (18) 成 立 (假定 P{AS1 = 0} < 1). 

. 证 明 , 在 (第 4 小 节 ) 引 理 4 的 证 明 中 用 到 了 条 件 (19). 

. 证 明 , (第 5 小 节 ) 例 1 中 的 测度 P 是 蒜 测 度 , 而 且 这 在 族 M(P) 中 是 唯一 的 . 

. 试 研 究 (第 5 小 节 ) 例 2 中 所 构造 的 款 测 度 的 唯一 性 . 

. 证 明 , 在 (B, S) 模型 中 , 假设 “|IM(P)| = 1” 中 包含 了 关于 学 (1< nx 为) 的 
“两 点 条 件 ”( 第 6 小 市 ). 

6. 根据 关于 定理 1 的 注 1, 如 果 N < oo 且 d < oo, 则 有 “第 一 基本 定理 ”成 立 . 试 

举例 说 明 , 如 果 d = oo, 则 尽管 无 套利 存在 , Wi BE d. RETE. 
7. 作为 定义 1 的 补充 中 , 我 们 说 (B, 5S)- 市 场 在 弱 意 义 下 是 无 套利 的 , 如 果 对 一 切 
“ 自 融 资 组 合 ” r = (6, 让, 其 中 X7 = 0, 而 X7 > 0 (P-a.s.), n « N, 我 们 都 有 


| 
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X*, 二 0 (P-a.s.). 说 (B, 5)- 市 场 在 强 意义 下 是 无 套利 的 , 如 果 对 一 切 “ 自 融资 组 
合 ”7, 其 中 X# = 0, 而 X5 2 0 (P-a.s), 我 们 都 有 X7 —0(P-as), 0<ngN. 
设 定理 1 中 的 假设 成 立 . 证 明 , 如 下 各 条 件 相互 等 价 : 
(i) (B, 5S)- 市 场 是 无 套利 的 . 
(i) (B, 5S)- 市 场 在 弱 意 义 下 是 无 套利 的 . 
(ii) (B, 5S)- 市 场 在 强 意义 下 是 元 套利 的 . 
8. (如 同 在 定理 1 中 ), 设 


M(P) - {B~P: g EPA 
是 所 有 鞭 测 度 的 集合 ，. 
Mioc(P) = f? PT RP 局 部 次 | 
My(P) = [; ^P: PeM(P), 且 对 某 个 常数 C(P), 
有 (P-a.s.) 密度 TE o) < ed») 


证 明 , 在 定理 1 的 条 件 下 , 如 下 各 条 件 相互 等 价 : 


()M(P)z2,  (i)Mw(P)ze, (i) Mp(P) #8. 


812. 无 套利 模型 中 与 “对 冲 ” 有 关 的 核算 


1. 试 对 第 11 节 第 5 小 节 例 2 中 所 考察 的 (B, 5)- 市 场 模型 , 求 出 带 有 fy = (Sw — 
K)* 的 标准 买 人 期 权 的 价格 C(fn; P). 

. 请 尝试 证 明 (10) 式 的 反 向 不 等 式 . 

. 试 证 明 (12) 式 , 并 请 尝试 证 明 (13) X. 

. 试 给 出 (23) 式 的 详细 结论 . 

. 试 证 明 (25) 式 与 (28) XX. 

. 试 给 出 (32) 式 的 详细 结论 . 

. 在 一 步 CRR- 模 型 


X c cg o» cO gd» 


B, = Bo(1- r), Sic So(1 t p) 


中 (参阅 第 7 小 节 (17) 式 ), 假定 了 p 只 取 两 个 值 5 6, H-1«acr «b. & 
们 现在 假定 p 服从 区 间 [a, 8] 上 的 均匀 分 布 . 
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证 明 , 在 这 种 情况 下 , 上 估计 (So = 常数 ) 
C(f; P) 2 int (z: 3r 有 XE —z 5i XT 2 f(So(1- p)), Vp € la, 9]); 


其 中 f(So(1- p)) 是 下 凸 的 连续 函数 , p € [a, b], 重合 于 CRR- 模 型 (其 中 P(p— 
b) 2p, P(p-a)y-1-p, 0«p« 1) 的 上 估计 (参阅 (19) 式 , 在 其 中 令 N = 1), 
mus f(So(1--b)) | b f(So(1  a)) 
ple T—U 0 一 分 0 [有 
"I mes "E59 Ap 


. (关于 布莱克 - 舒 尔 斯 公式 ) 作为 离散 (时 间 ) (B, 5)- 市 场 , 其 中 B = (Bn)osnsN， 


S = (Snjo<n<N (参阅 《概率 》 第 二 卷 p219 的 推广 , 我 们 来 考察 连续 (时 间 ) 
(B, S)- 市 场 , 其 中 B = (Bi)ogtsT, S = (Si)ogier, H. 


Bi= Boe "5, r20, Bo>0 
和 
Dee SoerttoWw:, (*) 


其 中 So > 0, 而 W = (Wie)oxexr 是 维 纳 过程 (838 377). 
与 买 人 期 权 支付 函数 f = (Sw — K)* CB] (BD) 58 —3$ p219 中 的 (1) 
式 ) 中 类 似 , 我 们 也 认为 在 (*) 式 中 , 有 


2 
A=7— 


试 在 该 假设 之 下 , 证 明 ， 
(a) 序列 (学 )ogigT je. 
(b) Hi 
C(fr; P) = ETT 


所 定义 的 相应 于 买 人 期 权 及 顾客 等 的 C(f7; P) 满足 布莱克 - 舒 尔 斯 公式 : 


C(fr; P) = $99 (ETE — KeTà ux 


ov T ov T 


提示 : 对 于 (b), 应 当先 证 C(fr; P) 一 e TT (aebé—b /2 — Ky*, 其 中 a = 
Soe'T, b — ovT, 而 €  N'(0, 1). 然后 通过 计算 直接 证 明 


" In 十 lp In  — zd 
E (ae6- 5 — K)* — ab -- - Kó s 
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813. 最 优 停止 问题 . 蒜 方 法 


1. 证 明 , 在 第 3 小 节 引 理 的 证 明 中 所 构造 的 随机 变量 £(w) = sup £o (uw) 满足 关于 
«c 
上 确 界 存在 性 定义 中 的 要 求 a) 与 b). 
提示 :在 a g so 的 情况 下 , 考察 E max (£(w), £(w)). 

2. 证 明 , 随机 变量 £(w) = tan £(w)( 参 阅 第 3 小 节 引 理 证 明 的 末尾 ) 亦 满足 要 求 a) 
与 b). 

3. 设 £6, £5, 是 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 , El&à| < oo. 我们 来 考察 关于 
(mtf? = (1r: 1 & T < oo) 类 中 的 ) 最 佳 停 时 问题 : 


Y = sup E (mss & - er. 


TEMP L&T 


4 T' —inf(n21: £&£ 2 A*), 其 中 4* 是 方程 E(& — A*) = c 的 唯一 解 
(inf 2 = oo). 证 明 , 如 果 P{r* < oo) = 1, 则 7* 是 使 得 E (mas ei — er) 存在 
的 所 有 停 时 r 的 类 中 的 最 佳 停 时 . | 
再 证 明 V* = A*. 
4. 在 本 题 和 下 一 题 中 , 采用 如 下 记号 : 


go ={r: msr<oo  VW*- sup Ef, 
TEMS 
vr — ess sup E(fz|-Z4), TX —idnf[k2 n: vy = fa). 
T C9 oo 
假设 
E sup f, < oo, 
证 明 , 对 于 极限 随机 变量 外 
i = lim va, 
六 一 oo 


有 如 下 各 断言 成 立 : 
(a) 对 于 一 切 re gee, 都 有 


bn 2 E(fz| 7). 
(b) 如 果 729 e 92e, 则 有 
Vn = E (frs 25), 
0. — wr (-—esssupE(f.|.Z,)). 
TESSe 


中 随机 变量 v 的 定义 参阅 《概率 》 第 二 卷 第 七 章 第 13 节 (6) 式 一 一 译 者 注 . 





5. 


6. 


Qo 
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设 rse e 9. 试 由 上 题 中 的 断言 (a) 与 (b) 推出 , rse 在 如 下 意义 下 是 最 佳 停 
时 : 

ess supE (frlFn) = E(frelF,) (P-a.s.) 

T€9msoe 


及 
SUP E f. — E fr, 
TC9N2e 


i (0, .£, P) 为 概率 空间 , 而 了 = (£s(w); o € 40 是 满足 条 件 :“ 对 任何 o c 1t, 
都 有 El£,| « C" 的 随机 变量 族 . 假设 x 足够 “丰富 ”, 使 得 只 要 ai, az EeE 与 
A e 多 , 则 对 任何 & € X, £;, € x, 都 有 


= Ca, A E oala € X. 
(此 时 我 们 说 族 x dé "HILASERR By.) 对 这 样 的 族 X, 令 
Q(A) = sup Etéala, Ac 7. 
ac 
证 明 ， 
(a) Q = Q(-) 是 o- 可 加 的 集合 函数 . 


(b) Q « P. 


dQ 
——- — ess SU P-a.s.). 
dP ac ( ) 


(断言 (c) 可 以 视 为 对 于 “可 以 缝补” 的 随机 变量 族 的 本 质 上 确 界 的 存在 性 的 证 
明 .) 

证 明 , 如 果 将 条 件 *E[£,| « C, a € i" 换 为 "E&z « oo, o € 如, 则 断言 
(a), (b), (c) 仍 可 成 立 . 


. & 9m -—(r: nr < oo) 证 明 如 果 0,7, € 9o, 而 A e x, 则 有 


T — T|ÍA 4 Tol A 属于 MX. 


. 设 (0, 多 , (Zn)nz0, P) 为 可 滤 概 率 空间 ，f 为 9. 可 测 的 函数 ,， 有 Ef- < 


coo, n 2 0. 证明, 随机 变量 族 (E (f-2,); re mo) (对 每 个 固定 的 n> 0) 是 
“本 以 缝补 ”的 . 
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X 人 


形成 马尔 可 夫 链 的 随机 变量 序列 


， 定 义 和 基 本 性 质 
. 试 将 关于 定理 1 的 证 明 中 所 建立 的 断言 的 证 明 分 别 作为 本 题 的 a, b,c 小 题 ( 参 


阅 第 3 小 市 ). 


. 证 明 , 定理 2 中 的 函数 已 (8 — Xs (w)) 关于 w 是 x, 可 测 的 . 
. 试 由 第 二 章 第 2 节 引 理 3 中 的 断言 推出 性 质 (11) 和 (12). 

. 证 明 性 质 (20) 和 (27). 

. 证 明 关 系 式 (33). 

. 证 明 第 8 小 节 末 尾 所 陈述 的 断言 (0), (0) 和 (ui). 

. 可 和 否 由 马尔 可 夫 性 质 (3) 推出 如 下 各 性 质 : 


PíX4,,1€ B| Xo € Bo, Xi€ By, , X € B.) -xPiXau€ Bl X, € B4], 


其 中 ， Bo, Pi ; Ba 和 B 是 & 中 的 集合 ， 而 P{Xo € Bo, X1 € Bi, ii EP e c 
Bn} > 0? 


. 我 们 来 观察 一 段 圆柱 状 粉 笔 , 其 长 度 为 1. “随机 地 ”将 它 折 为 两 段 ， 再 “随机 


地 ”将 左 半 有 段 折 为 两 段 , 并 如 此 一 直下 去 . 将 折 了 m 次 之 后 的 左 段 的 长 度 记 为 
X4, 令 天 ,二 o (Xi1,… ,Xn). WE Xo — 1, 而 当 X, = x BJ, Xn+1 的 条 件 分 布 
是 区 间 [0,z] 上 的 均匀 分 布 . 
证 明 , 如 此 所 得 到 的 序列 (X);zo 是 齐 次 马尔 可 夫 链 , 并 且 对 任何 a > —1, 
序列 
M,=(1+a)X®, n20 





10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


81. 定义 和 基本 性 质 :283- 


AÉjEfnih. 证 明 , 概率 为 1 地 对 任何 0 < p < e, 都 有 
lim p^ X» EU 

而 对 于 p > e, 则 有 
lim p^ Xn eS. 


(在 随机 折断 中 , 平均 来 说 , 应 当 是 对 半分 , 由 此 通常 会 认为 X.E:XT 0 的 速度 
y 27^, 然而 limp^ Xn = 0 (P-a.s.) 的 结果 却 表明 X, xS T 0 的 速度 要 快 得 
多 , 几乎 达到 e-?” Bf.) 


. 设 & ,62,… 为 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 ,  P(£ 21) = P(t£«& 2-1) = 


1/2, n 2 1( 伯 努 利 序列 ). 令 Sy =0, S, — £& Es, T M, = max{Sk: 0< 
k«nj,n2z 1. 

(a) 试问 : 序列 ([S51)s2o, (IMal)nuzo 5 (Ma 一 5%,)nzo 是 否 构成 马尔 可 夫 
链 ? 

(b) 如 果 Sg — xz Z0, S, =z+6 二 … 十 名 ,那么 上 述 三 个 序列 是 否 构成 马 
尔 可 夫 链 ? 
设 X = (Xn)nzo 为 马尔 可 夫 链 , 相位 空间 为 EE (—1,0,1). & pi; 50, 4j € E, 
试 给 出 序列 (|X|)，>o 构成 马尔 可 夫 链 的 充分 必要 条 件 . 
试 举 出 这 样 的 例子 : 序列 X = (X«)520 不 是 马尔 可 夫 链 , 但 是 却 满足 柯 尔 葛 戈 
洛 夫 - 查 普 曼 方程 . 
i X — (Xn)nzo 是 (广义 ) 马尔 可 夫 链 , 而 Y, = Xn+1 一 X4, n 2 0. 证 明 ， 
(X, Y) = ((Xa)nzo, (Ya)n20) 仍然 是 马尔 可 夫 链 . 试问, 如 下 各 序列 是 否 是 马 
尔 可 夫 链 : (X5, Xn in>o, (X2n)nz0 以 及 和 = (Xntk)nzo; 其 中 >>1? 
设 X, n 2 0, 是 在 可 数 空间 E 中 取 值 的 随机 变量 称 序列 X = (Xn)n>o 构 
成 r 之 1 阶 的 蕊 尔 可 夫 链 , 如 果 对 一 切 io,… ,in+1, n2 nr 都 有 


P{Xn4y1 = inti|Xo = io,-…. , Xn = in} 
-P(Xaa = ingulXacnaa = iin 
令 X, = (Xn,Xnt1,… ;Xntr-1), n 2 0. 证明, 序列 X = (部 )。>o 形成 通 
常 的 马尔 可 夫 链 ( 亦 即 > = 1 阶 的 马尔 可 夫 链 ). 
( 群 上 的 随机 游 动 ) 设 G 为 定义 有 二 元 运算 o 的 有 限 群 . 假设 运算 @ 满足 通常 
的 群 性 质 : 
(i) 如 果 zyeG, 则 zg@gyeG. 


(i) 如 果 z,y,2 e G, | xo (yoz)—(roy)os. 
(ii) 存在 单位 元 e, 使 得 对 一 切 xz € G, 都 有 x6e—eOozx-z. 














15. 


16. 


17. 


18. 


19. 
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(iv) 对 于 每 个 x € G, 存在 逆 元 素 -zx, 使 得 x 6 (—2) = (-z) 6x — e. 

设 6,£6,-.- 是 取 值 于 G 的 随机 元 序列 ,服从 相同 的 概率 Q(g) = P{fe = 
gj, g€G, n 2 0. 

4 X4, — £o 0610 OG £4. 证 明 , 随机 游 动 X — (Xn)n>o 形成 马尔 可 夫 链 . 
并 给 出 转移 概率 矩阵 . 
( 圆 上 的 随机 游 动 ) 设 £1, £2, --- 是 独立 同 分 布 的 取 值 于 区 间 [0, 1] 的 随机 变量 序 
列 , 具有 连续 的 分 布 密度 f(x). 令 序列 和 = (X%)nz0, Xo — x € [0,1) 和 


2 十 和 十 二 名， (mod 1). 


证 明 , 序列 X = (Xn)nzo 形成 以 E = [0,1) 为 状态 空间 的 马尔 可 夫 链 ， 并 求 其 
转移 函数 . 
设 X = (Xn)n>0 SY = (Y.)s2o 是 定义 在 同一 个 概率 空间 (0, 多 , P) 上 的 相 
互 独立 的 两 个 马尔 可 夫 链 , 取 值 于 可 数 集合 E = (53, -) 并 具有 相同 的 转移 
概率 乍 阵 . 令 Xo = m, Yo — y. 

证 明 , 序列 (X, Y) = (Xs, Ya)nzo 形成 马尔 可 夫 链 . 并 求 出 其 转移 概率 失 
阵 . 
设 Xi,X2,…… 是 独立 同 分 布 的 非 负 随机 变量 序列 , 具有 共同 的 连续 分 布 函数 . 
引入 如 下 的 纪录 时 序列 : 


aic. fy = inf (n 2 4.1 . Xn 2 max(Xi,--- ;Xn-1)h k 2 2. 


证 明 , 序列 22 = (22.)k21 形成 马尔 可 夫 链 . 并 求 出 其 转移 概率 和 矩阵. 

设 Xi,X2… 是 取 值 于 离散 集合 的 独立 同 分 布 的 非 负 随机 变量 序列 ， 多 = 
(多)k>1 是 其 记录 时 序列 (参阅 上 题 ). 令 V, = Xs,, l| V = (Vis 是 其 记 
录 值 序列 . 证 明 , V = (Vi)rz1 形成 马尔 可 夫 链 . 并 求 出 其 转移 概率 和 矩阵 . 

(关于 在 时 间 的 变换 之 下 马尔 可 夫 性 的 保持 ) 设 X = (X)ocnxw 是 具有 可 数 状 
态 空间 E 的 不 可 约 马尔 可 夫 链 , 转移 概率 矩阵 为 P =|| p; || 和 不 变 初始 分 布 
4 = (qi), 其 中 对 任何 i € E, 都 有 9 > 0 (关于 不 变 分 布 可 参阅 《概率 了》 第 二 卷 
p257). 

令 X, = X_n 则 序列 XCO0 = (Xjogngw 是 按时 间 "city". 4 P = 
| 2:5 |l, 其 中 pu; = pji. 证 明 , P 是 随机 的 , 而 且 关 于 该 矩阵 ,“ 反 向 ”序列 是 具有 
马尔 可 夫 相 依 性 (参阅 定义 2) 的 随机 变量 序列 . 

注 : 马尔 可 夫 性 的 一 种 定义 (参阅 定理 1 之 (7)) Và 在 给 定 “ 现 在 ”的 条 件 
下 , “将 来 ”与 “过 去 ”是 相互 独立 的 . 这 种 说 法 可 以 导致 对 按时 间 “ 反 向 的 ” 序 
列 X = (Xn)o<nsN 的 性 状 的 一 种 看 法 . 由 本 题 中 的 结果 可 以 推出 , 如 果 以 不 变 


信 此 处 似乎 应 当 为 相互 独立 的 随机 元 序列 一 一 译 者 注 . 





20. 


21. 


22. 


23. 


52. 
. 证 明 , 第 1 小 节 注 中 的 函数 (c) = EsH 是 6- 可 测 的 . 
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分 布 作为 初始 分 布 , 则 “ 反 回 的 ” 链 仍然 是 马尔 可 夫 链 , 但 一 般 来 说 , 转移 概率 
和 矩阵 是 男 外 一 个 . 


(可 逆 马 尔 可 夫 链 ) 设 X = (Xn)n>0 是 具有 可 数 状态 集合 E 的 马尔 可 夫 链 , 具 
有 移 概 率 和 矩阵 已 = || pi 和 不 变 分 布 q = (gi). 称 这 样 的 (g, P) 马尔 可 夫 链 
是 可 逆 的 (例如 , 可 参阅 , [124]), 如 果 对 任何 N > 1, 按时 间 为 “ 反 向 的 ”序列 
XU) 一 (Xn)ocngn, 其 中 X = XNw_ 仍然 是 (g, P) 马尔 可 夫 链 . 
证 明 , 不 可 约 马尔 可 夫 链 是 可 逆 的 , 当 且 仅 当 , 对 任何 4j e E, 都 有 : 
qipij — djDji- 
证 明 , 如 果 分 布 入 = (Qu) Qu 2 0, YA = 1) 和 和 矩阵 P 满足 平衡 条 件 : 对 任何 
1,2 € E, 都 有 : 
AiPij = A72D76 
则 入 = (A) 重合 于 不 变 分 布 g = (qi). 
证 明 , 在 具有 平稳 分 布 q; = C 0/2)5, 150,1, , N 的 埃 伦 弗 斯 特 模型 (第 8 
节 第 3 小 节 ) 中 , 有 上 述 的 平衡 条 件 成 立 : 
Qipi,icl 三 d+1Pitl, i 
(注意 , 如 果 [i — j| > 1, 考察 模型 忆 = 0) 
设 马尔 可 夫 链 X = (X);>o 的 转移 概率 和 矩阵 为 
0 2/3 1/3 
P=|13 0 2/3 
2/3 1/3 0 
证 明 , 它 的 不 变 分 布 为 g = (1/3, 1/3, 1/3). 证 明 , 对 于 每 个 NN > 1 序列 X00 = 


(XN-n)o&n«N 都 (关于 P 的 转 置 矩 阵 P) 是 马尔 可 夫 的 . 证 明 ， X 一 (Xn)jn>0 
ALANI n BS. 试 给 出 对 于 这 一 结果 的 直观 解释 . 


设 X= (Xn)n>o 是 (严格 意义 下 ) 平稳 的 非 退 化 高 斯 序列 . 证 明 , 该 序列 具有 马 
尔 可 夫 性 , 当 且 仅 当 , 对 于 一 切 n > 0, m > 0, 协 方差 cov (ZXm) 都 具有 
如 下 形式 : 


cov (Xn, Xnim) = o? p", 


其 中 o2 >0, lp| € 1. 
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2. 证 明 性 质 (12). 

3. 证 明 性 质 (13). 

4. 第 3 小 节 例 中 的 随机 变量 X, — Xinn 与 Xinn 之 间 是 否 具 有 独立 性 ? 

5. 证 明 (23) 式 . 

6. 假设 (状态 ) 空间 E 为 至 多 可 数 的 , (0, 多 ) = (Bo 69). 06,: 025 0 ONE 
步 算 子 , n > 1: 对 于 w = (zo,zl…), 有 


05, (w) — (Zn, lily ) 


用 X = (Xn(w))n>o 表示 标准 的 投影 过 程 , 即 对 所 有 n > 0 5 w = (zo, zi ---), 
有 Xn(w) = Zn， 
对 于 一 切 多 -可 测 的 函数 H = H(w), 我 们 令 (参阅 (1)) 


(H o64) (v) — H(65(v), n>1, 
而 对 于 所 有 多 -可 测 的 集合 B. 则 令 ( 试 比较 第 五 章 第 1 节 和 定义 2) 
0.!(B)—(w: 6,(vc) € B, n21. 


试 利用 上 述 定义 , 证 明 如 下 各 性 质 : 
(a) 对 于 m 20, n 2 1, 有 


Xm o 0, — A m--n: 


JRBB (Xm o On)(w) = Xmn(o). 
(b) 对 于 mm 2 0, nz 1, 有 


67 (X4 € A} = {Xm 06, € A] = {Xmin € Ay, 
亦 即 , 对 于 所 有 A € 8, 有 
0, (9: Xm(w) € A) = tw: (Xm o61)(w) € A) — dw: Xnrn(w)e4ji 
并 且 , 更 加 广义 地 有 


0. (Xo € Ag, ,Xm € Amt 一 {Xo 9 9, € Ao,.…- Xmo0,€ Am] 
m {Xn 二 Ao, "uem X mn € Am}. 
并 且 证 明 
0,1 (Fm) — G0 (Xn, susc | (*) 





10. 


11. 


12. 


13. 
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. IX H — H(w) 为 罗 - 可 测 的 顺 数 , A ec (IR). 证 明 


(H o6,) (A) 2 6, (H (A). (**) 


. 设 了 =T(w) 为 关于 Cio 的 停 时 , HAB, = o (Xo, Xi,--- , Xx) ( 即 有 限 马 尔 


可 夫 时 ). 试 利用 第 7 题 与 第 6 题 中 的 性 质 (**) 与 (9), 证 明 , 对 于 一 切 n 2 0, 时 
刻 ? 上 +robu 仍 为 停 时 , 亦 即 对 一 切 m 2 n, 都 有 (wo: nc (To0,)(u) = m) € £,. 


. o = c(w) 为 停 时 , H = H(w) 为 多 -可 测 的 函数 . 我 们 将 (H o0,)(0) 理解 为 


函数 H (6,6. (o), 即 当 o € {w : o(w) = n) 时 , 理解 为 变量 有 (6%(w)). 
作为 第 8 题 的 推广 , 证 明 , o + r obv 亦 为 停 时 
与 上 题 中 关于 H o6, 的 定义 相对 应 ,对 于 停 时 7 与 o, 我 们 将 X, ob。 理解 为 变 


E X0, (wy) (bo (w)), 即 当 qc {w . ol(w) 一 n 时 ， 理解 为 变量 X t6, (oy) n (w)). 
作为 第 6 题 中 性 质 X500, = Xm+n 的 推广 , 证 明 ， 


Xr 00, = Xrogs+o: 
设 集合 Be 48, 而 
TB(w) = inf(n20: Xn(w) EB}, on(w)- inf {n>0: Xn(w) e B) 


为 序列 X = (Xa)n2o 首次 或 零 后 首次 属于 集合 B 的 时 刻 . 

我 们 认为 , 这 两 个 时 刻 对 于 一 切 we 0 都 是 有 限 的 . 再 设 7 = y(w) 为 停 时 . 

证 明 , ra 与 op 都 是 停 时 , 并 且 
y+TB00y = infín 2 y: Xn(w) EB}, y+0B°0, = inf(n 2» y: X4(w) € B). 
(这 些 关 系 式 在 变量 y, zg, op 取 无 限 值 时 , 仍然 正确 , 此 时 集合 (0) 为 空 集 . 试 
给 出 一 般 情况 下 的 相应 定义 和 所 涉及 的 关系 式 .) 
设 7 与 o 是 马尔 可 夫 时 . 证 明 ,v = 700;--c 也 是 马尔 可 夫 时 (在 集合 (o = oo) 
上 , 约定 v = oo). 
证 明 , 定理 2 中 的 严 马 尔 可 夫 性 (7) 对 于 任何 具有 如 下 形式 的 马尔 可 夫 时 7 < oo 
仍然 成 立 : 

E«[(r < oo)(H 00.)|.ZX] — I(rT < oo)Ex, H. (Pr-a.s.) 

(H 为 有 界 或 非 负 的 多 -可 测 的 函数 ; 将 Ex H 理解 为 随机 变量 w(X.), 其 中 
Vy — EH). 

证 明 , 如 果 K = K(w) 为 .. 可 测 的 函数 , H5; K 均 有 界 或 均 非 负 , 则 对 
任何 马尔 可 去 时 T7 < oo, 都 有 


E,[(I(r < oo)K) (H o0,)] 2 ETT < oo) X)Ex, HI. 
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14. 证 明 , 第 3 小 节 的 例题 中 所 考察 的 序列 (Xinn, Ps)n>0，z € E 是 马尔 可 夫 
链 . 这 一 性 质 是 否 对 于 任何 (具有 可 数 状 态 空间 的 ) 马尔 可 夫 链 以 及 具有 形式 
T= inf(nz0: X, € A) 的 马尔 可 夫 时 都 成 立 , 其 中 ACE ( 试 比较 (15))? 

15. 设 函 数 五 (x) = (Uh)(z) 是 非 负 孙 数 h — h(x) 的 位 势 (参阅 附录 第 7 节 p337). 
证 明 , 五 (z) 是 方程 V(x) = h(x) - TV (x) GE3EÍA SIS V. = V (a) 中 的 ) 最 小 解 . 

16. 设 ye c E. 证 明 , 格林 函数 G(x, y?) 是 如 下 方程 组 的 最 小 非 负 解 : 

l-TV(z), cy, 
Y(z) = | 
TV (a), zy. 


17. 证 明 , Zi r 5j o 是 两 个 马尔 可 夫 时 , 则 对 转移 算 子 T4, n > 0, 有 如 下 关系 式 成 


ME: 
To = To ro6, - 
提示 : 利用 严 马尔 可 夫 性 和 第 10 题 中 的 性 质 X, 00, = Xrog,+46. 
18. 设 集合 De 8, 而 
T(D)-2 inf {n>20: X, ED}, o(D)= inf {n>0: X4,c D). 
证 明 ， 
Xo(p) = Xr(p)joe， 在 {c(D) < oo) E, 
To(p) = TTz(5). 


19. 设 g>0, 而 Vp(z) = 五 (pg(z). 证 明 , Vp(z) 是 如 下 方程 组 的 最 小 非 负 解 : 


n rED, 
V(x) = 
TV(x, zg¢D. 


特别 地 , 34 9 = 1 Bf, 函数 Vp(z) = Ps{T7(D) < oo) 是 如 下 方程 组 的 最 小 非 负 


解 
1, zcD, 
V(z) — 
ov zgD. 


20. 利用 严 马尔 可 夫 性 , 证 明 , E83 mp (c) = Ez, (D) 满足 如 下 的 方程 组 : 


| 0, r€D, 
V(x) = : 
1+TV(zx), zg¢D. 


再 证 明 , mp (a) 是 该 方程 组 的 最 小 非 负 解 . 





21. 
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24. 
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设 f = f(z) 是 非 负 峰 度 函 数 . 证 明 , 该 函数 具有 里 斯 分 解 : 
f(z) = f(z) + Uh(z), 


其 中 f(z) 是 调和 函数 
f(z) = lim(Tn f)(2), 


h(z) = f(x) — Tf(z). 


态 空间 = (,2) ifiitoitibgoRae pe |^, 7." 站 ,其 中 au Be (0,1) 
4 r-—infín20: X, — Y.) (Ei (.) = 9, lll 7 2 oo) 为 “首次 相遇 ”时 刻 . 试 
UK or 的 概率 分 布 . 

设 X = (Xn, 多 ,)nzo 是 某 个 随机 序列 , B c Z(R). BIS 6, re = inf fn > 
0: X, EB} 与 og = inf{n > 0: X, € B} 都 是 马尔 可 夫 时 ，( 始 终 认为 
inf 名 — oo.) 证 明 , 在 例 6 中 有 


YJB= supfüx nx N: X,c B) 


(约定 sup 2 = 0), 其 中 , N 是 某 个 整数 , 而 非 马 尔 可 夫 时 . 

证 明 , 如 果 将 函数 互 = H(w) 的 有 界 性 条 件 换 为 非 负 性 , 则 定理 1( 以 及 定理 2) 
中 的 断言 仍然 成 立 . 

设 X = (Xn, 多 i)nz0 是 马尔 可 夫 序 列 , r 为 有 限 马 尔 可 夫 时 . 令 


入 mn 一 ntT; Jam SU. 


证 明 , 随机 序列 X = (X«, £.)nso 仍 为 马尔 可 夫 序 列 , 并 且 具 有 与 X = (X, 
Zn)n>o 相同 的 转移 函数 . (这 一 性 质 可 以 视 为 严 马尔 可 夫 性 的 最 简单 形式 .) 
设 (Xi,X2,…) 是 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 ， 具 有 分 布 函数 F = F(x). 令 
Jy = (9,0), ,= oo(Xi1,… ,Xn), n>1. 设 7 是 (关于 (多,)nzo 的 ) 马尔 可 
夫 时 , 而 4 是 cd 多 - 中 的 事件 . 

如 果 r 是 有 界 的 随机 变量 (0 < r(w) « T < oo, w € Q), 证 明 ， 

(a) 随机 变量 I4, X147, X247,… 相互 独立 . 

(b) 每 个 随机 变量 X, 都 服从 分 布 晴 数 FP = F(x), 即 有 Law(Xn+r) = 
Law(X1), n 2 1. 

(由 性 质 (a) 与 (b) 可 以 推出 : 随机 变量 序列 (Xi, X247,… ) 的 概率 结 
构 与 序列 (Xi, X2,.…) 的 概率 结构 相同 , 即 Law( X147, X247,.*… ) = Law(X1, 














: 290 : 


83. 
. 试 举例 说 明 , 存在 这 样 的 马尔 可 夫 链 , 其 极限 0; = lim pj;' 


bh 
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X3, 5). 这 一 性 质 可 以 视 为 随机 变量 序列 X = (X,)n>1 的 概率 性 质 在 “时 间 
的 随机 变换 n ~ n -+7” 之 下 得 以 保持 .) 
证 明 , 对 于 任意 的 马尔 可 夫 时 7(0 < 7 < oo), 性 质 (a) 转变 为 如 下 形式 : 


P(AN{T < o0}; XI & 1,777, Xntr & Tn) = P(An (m < ooJ) Fix) --- F(z) 


(对 一 切 n > 1 与 zn &€ 民 成立 }. 
提示 : 注意 对 于 问题 的 解 利用 关系 式 


P(An(r «ool XI+r & 1,7775 Xntr € 25) 
OO 
-M'P(An(r-kkh Xiuk & m, , Xntk < Tn) 
k=0 


其 中 ， 事件 An ir EM k} 与 {X14k € Tl Xn4k < Zn) 是 相互 独立 的 . 


马尔 可 夫 链 的 极限 、 遍 历 和 平稳 概率 分 布 问题 


(a) 与 初始 状态 了 无 关 . 
(b) 依赖 于 初始 状态 j. 


. 分 别 举 出 具有 遍历 性 的 链 与 不 具有 裔 历 性 的 链 的 例子 . 
. 试 举 出 平稳 分 布 不 是 遍历 的 例子 


4. 试 举 出 这 样 的 转移 概率 怎 阵 的 例子 , 对 其 任何 状态 空间 上 的 概率 分 布 都 是 平稳 


$4. 
. 试 对 第 17 小 节 末 尾 所 描述 的 关于 非 本 质 状态 或 本 质 状 态 的 定义 , 补充 给 出 以 转 


分 布 . 


马尔 可 夫 链 的 状态 按 转 移 概率 矩阵 的 代数 性 质 分 类 


移 概率 pU, je E, n > 1 的 性 质 作 为 术语 的 数量 公式 . 


. HX DP 是 某 个 具有 有 限 状 态 的 不 可 约 马 尔 可 夫 链 的 转移 概率 和 矩阵, 有 IP? = IP. 试 
研究 该 矩阵 P 的 结构 . | 
. 设 P 是 有 限 马 尔 可 夫 链 X = (Xn)n>o 的 转移 概率 矩阵 . 1 01,02, é 5 X Th 


立 的 非 负 整数 值 的 独立 同 分 布 随机 变量 序列 . 令 09 — 0, T4 = al 十 二 an n2 
1 并 令 X, = XX.. 证 明 , 序列 X = (X)n>o 是 马尔 可 夫 链 . 试 求 其 转移 概率 矩 
阵 P. 并 且 证 明 , 如 果 状 态 dj 对 于 Xx 是 连通 的 , 那么 它们 对 于 X 也 是 连通 的 . 


dX X — (Xn)nz0 是 以 已 = (0,1) 为 状态 空间 ,以 P= " 5) 为 转 


-B 0 





i 


85. 
. 考察 以 0,1 2,… 为 状态 的 不 可 约 的 链 . 证 明 , 为 了 使 其 为 非 自 返 的 , 必须 且 只 


t 
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移 概率 矩阵 的 马尔 可 夫 链 , 其 中 o, 6 € (0,1). 令 马 尔 可 夫 时 
y -inf(n21: X41 = Xn = 0). 


证 明 ， 
2 — (o 4- B) 


r7 a7 B) 


. 我 们 来 考察 具有 3 个 状态 E = (,2,3) 和 转移 概率 矩阵 


的 马尔 可 夫 链 , 其 中 a, 8,5 € (0,1). 证 明 , 具有 该 种 转移 概率 矩阵 的 马尔 可 夫 
链 是 不 可 约 的 . 试 讨论 此 类 马尔 可 夫 链 的 平稳 分 布 问题 . 


. 试问 , 在 如 下 两 种 情况 下 , 马尔 可 夫 链 的 所 有 状态 可 否 都 是 非 本 质 的 ? 


(a) 共有 有 限 个 状态 . 
(b) 共有 可 数 个 状态 . 


马尔 可 夫 链 的 状态 按 转移 概率 矩阵 的 渐 近 性 质 分 类 


需 , 方程 组 u; = 2 Uipij, Jj = 0,1,. 有 满足 条 件 wu Z const 的 有 界 解 , 其 中 
% 二 0,1,..……. 


. 证 明 , 为 了 使 得 以 0,1,… 为 状态 的 不 可 约 的 链 是 自 返 的 , 只 需 存在 序列 (uo, 


Ul,"… 有 ui 一 oo, i — oo, 使 得 对 一 切 j Z0, 都 有 uj 2 2 Us Pij- 


. 证 明 , 为 了 使 得 以 0,1,:… 为 状态 的 不 可 约 的 链 是 自 返 的 和 正 的 , 必须 且 只 和 需 ， 


方程 组 wj = 2 Uipi, 1 = 0,1,...,， 有 不 恒 等 于 0 的 解 , 其 中 > uil < oo. 


. 设 马 尔 可 夫 链 具有 状态 0,1…… 与 转移 概率 : 


Poo — To, poi — po > 0， 
pi > 0, j—i-r1l, 
ri 2 0, J 


Dij = 
qi>0, j-—i-1, 


0, 其 余 情形 . 
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4 po — 1, pm = fin. 证 明 如 下 各 断言 : 


链 为 自 返 的 € 》 pm — oo, 
链 为 非 自 返 的 e 》 pm < oo, 
链 为 自 返 与 正 的 € 》 pm=o%， orm 


链 为 自 返 与 零 的 e ops oo Y —— — oo 





« oo, 


. 证 明 ， 


fik 2 füfik. 


sup p? X fü < Y pe. 

n=1 
. 证 明 , 对 于 任何 具有 可 数 状态 集合 的 马尔 可 夫 链 , zk) 都 存在 切 萨 罗 ({Cesiro) 意 
义 下 的 极限 : 


lim > 2» M 


. 设 quomo 为 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 , Pin —j) = py, j = 0,1,…. 
我 们 来 考察 马尔 可 夫 链 £o, 6, 其 中 E = (C) maa, k 2 0. 试 写 出 它 的 
转移 概率 和 矩阵 , 并 证 明 , 如 果 po > 0, po + pi < 1, 则 链 为 自 返 的 , 当 且 仅 当 ， 
2, kp <1. 


. 4 gi —inf(n» 0: X, — i) (o; — oo, 如 果 {}= 9), c? oj, BE n 21, 


gn or 十 ar 98,1, 如 果 o7! «oo, 
' lee, 如 果 o7 = oc. 
证 明 ， 
Pile? < oo] = (Pi{oi < o9)". (= f#). 
. 以 Nia, 表示 马尔 可 夫 链 访问 状态 i 的 次 数 
(a) 证 明 ， 


1 1 
MN EA < 6 1-49 


(b) 运用 术语 E; Nt 改写 关于 状态 ie E 的 自 返 性 与 非 自 返 性 的 判别 条 
件 . 
(c) 证 明 ， 
E; Nu 三 Pilci < ool . E; Ni. 
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11. 


12. 


13. 
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( 非 自 返 的 充分 必要 条 件 ) 设 X = (Xs)s2o 是 具有 可 数 状 态 集合 E 与 转移 概率 
矩阵 [Ip || 的 不 可 约 马 尔 可 夫 链 . 证 明 , 使 得 该 链 非 自 返 的 充分 必要 条 件 是 : 存 
在 ( 非 平凡 的 ) 有 界 函 数 f. = f(z) 与 状态 z* e E, 使 得 

flz) = 9 pzyf(y), va 

yz? 

( 即 在 集合 EN(x?) 上 的 调和 性 ). 
( 非 自 返 的 充分 条 件 ) 设 X = (X%)nzo 是 具有 可 数 状 态 集合 E 的 不 可 约 马 尔 可 
夫 链 , 假设 存在 有 界 函 数 f = f(z) 使 得 对 某 个 B C E, 有 


jz?) < f(z) 对 某 个 z^ e B 与 一 切 zeEB 


和 
S powf(y) < f(z), zeB (=E\B) 
ycE 

(在 集合 B 上 的 上 调和 性 ). 


证 明 , 该 条 件 对 于 链 的 非 自 返 性 是 充分 的 . 
( 自 返 的 充分 条 件 ) 设 X = (Xn)nzo 是 具有 可 数 状态 集合 E 的 不 可 约 马 尔 可 夫 
链 . 假设 存在 函数 及 = h(r), x € BE, 使 得 对 一 切 常数 c, 集合 B= (x: hz)<c 
都 是 有 限 的 , 并 且 对 于 某 个 有 限 集合 A € E, 有 

>》 pryh(y) < h(x), zr EA 
yEE 

(在 集合 A (= EMA) 上 的 上 调和 性 ). 

证 明 , 该 链 是 自 返 的 . 
证 明 , 上 题 中 的 条 件 也 是 必要 的 . 
设 (6.)u2i 是 取 值 于 R 的 独立 — X — (XW)a2o 为 序列 
(£)uzi 所 构成 的 随机 游 动 : Xo = 0, X, = 和 十 十 名. 以 Ns 表示 随机 游 
5j X 访问 博 雷 尔 集合 B 的 次 数 ( 亦 即 Na = 1 Ie(Xs) ), 而 U(B) 2 E Ng 是 
Na 的 数学 期 望 , 在 附录 中 (第 7 节 p337) 将 这 之 测度 称 为 (关于 初始 状态 > = 

的 ) 位 势 测 度 . 

类 似 于 对 具有 可 数 状 态 集合 马尔 可 夫 链 的 自 返 性 与 非 自 返 性 的 定义 (参阅 

第 1 小 节 中 的 定义 1 和 定义 2), 如 果 对 于 任何 有 限 区 间 TC R, 都 有 
U(I) — oo 
我 们 说 随机 游 动 ( 它 当 然 是 取 值 于 OR 的 马尔 可 夫 链 ) 是 自 返 的 ; 如 果 对 于 任何 
有 限 区 间 I C RR, 都 有 
U(1) « oo, 
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则 随机 游 动 是 非 自 返 的 . 

以 下 假设 数学 期 望 Eé 确定 . 

证 明 , 必 有 如 下 三 种 情况 之 一 成 立 : 

1) Xn 一 oo (P-a.s.) 且 随 机 游 动 非 自 返 . 

2) X, 一 —oo (P-a.s.) 且 随 机 游 动 非 自 返 . 

3) lim X, = —oo, limX = --oo ( 即 在 —oo 与 +oo 之 间 随 机 振荡 )， 此 时 既 
可 能 自 返 ; 也 可 能 非 自 返 . 
在 第 14 题 中 的 条 件 下 (ii p = E&1), 证 明 ， 

1) Zi 0« p x oo, lll X,, 5 oo (P-a.s.). 

2) zi —oo € p « 0, Wi] X 一 一 co (P-a.s.). 

3) i y — 0, 则 lim X, = oo, 且 随 机 游 动 自 返 . 
证 明 , 随机 游 动 X = (Xn)n>o 是 非 目 返 的 , 当 且 仅 当 , 概率 为 1 地 有 [X«4| 一 
我 们 来 考察 这 样 的 马尔 可 夫 链 X = (X,)n>o， 其 转移 概率 pij, 4j € E 
{0, 土 1, 士 2,…} 满足 条 件 : E E — j| > 1, 则 pz = 0, 且 在 等 式 


—oo, lim X, — 


DPii-ictPüdPugqi-l, EE 


中 , 三 个 加 项 均 为 正 . 

证 明 , 这 样 的 链 是 不 可 约 的 和 非 周 期 的 . 试 找 出 使 得 这 样 的 链 为 自 返 的 、 非 
自 返 的 、 正 的 自 返 的 、 零 的 关于 转移 概率 (pui, Diici, Poire i € E) 的 条 件 ( 试 
比较 第 4 题 ). 

提示 : 研究 概率 V(i) = Pi(rj = oo), ie 五 所 满足 的 结构 关系 式 (对 于 每 
个 固定 的 59). 
(关于 高 尔 顿 - 沃 森 过 程 中 所 表述 的 概率 ) 为 了 研究 家 族 在 英国 的 消失 规律 , 高 尔 
顿 与 沃 森 (于 19 世纪 70 年 代 ) 提出 了 如 下 的 以 他 们 的 姓氏 和 冠 名 的 模型 : 

设 £o,6,£2,-- 为 取 值 于 集合 N = {0,1,2,:…} 的 随机 变量 序列 , 它们 按照 
“随机 个 随机 变量 的 和 ”的 原则 定义 : 


Gag + n20. 


( 试 比较 第 一 章 第 12 节 例 4) 其 中 , (00), i 2 1, » > 0) 是 相互 独立 的 随机 
变量 族 ， 其 中 每 个 随机 变量 都 与 随机 变量 n RS, 即 有 P{n = k} 一 Ph 大 之 
0, X» 二 1. 将 总 理解 为 第 n 代 “ 父 亲 ” 的 数目 , 而 0e? 为 其 中 第 ; 个 “ 父 
和 的 “男孩 ”的 数目 . 于 是 , 局 ;1 就 是 第 n1 代 全 体 “ 男 孩 ” 的 数目 . (如果 

n — 0, 则 认为 对 一 切 k > n, 都 有 &x = 0.) 
i T -—dnf(n20:£, = 0} 为 该 家 族 消 失 的 时 刻 (如 同 往常 , 如 果 对 一 切 





19. 


20. 


21. 


85. 马尔 可 夫 链 的 状态 按 转移 概率 和 矩阵 的 渐 近 性 质 分 类 : 295. 


n 20, 都 有 如 > 0, 则 认为 + = oo). 由 此 所 产生 出 的 第 一 个 问题 便 是 : 概率 
q = P[T < oo), 


即 在 有 限时 间 内 家 族 消 失 的 概率 是 怎样 的 ? 

ee 力 的 方法 是 母 函 数 方法 (参阅 第 二 章 第 6 节 第 28 题 
与 附录 第 3 节 ). 令 = > pks*, |s| < 1, 是 取 值 0, 1,2,… 的 随机 变量 n 的 
母 函数 (g(s) = M i fas) — Es" 是 随机 变量 &, 的 母 函 数 . 

证 明 , 对 于 高 尔 顿 - 沃 森 模 型 , 有 : 

(a) fa(s) = fn-1(9(s)) = fu-z(g(g(s)) = 
(go.…o9)(s) (复合 n 次 ). 

(b) Zi &o — 1, JI] fo(s) — s, fn(s) — g(™(s) 

(c) fn(0) = P[&, = 0j. 

(4) 事件 {én — 0) € (£n. — 0). 

(e) P{T < oo] - P Ü it. 9) — im Pi{én 20) — um 1 fn(0 ). 

(f) 35 q — Pr « oo), 3l q ROT a — (o) 的 根 , 其 中 sme 
( 续 第 18 题 ) 设 g(s) = Es" 是 取 值 0,1 2,…… 的 随机 变量 n 的 母 函 数 . 证 明 ， 

(a) g = g(s) 是 区 间 [0, 1] 中 的 非 降下 凸 函数 . 

(b) 如 果 P{n = 0) < 1, 则 函数 9 = 9(s) 是 严格 上 升 的 . 

(c) 如 果 P{n < 1) « 1, 则 函数 g = g(s) 是 严格 凸 的 . 

(d) 如 果 P(n « 1) « 1 H. Eg « 1, 则 方程 z = g(z), 0 < z « 1, 有 了 唯一 的 
根 q c [0, 1]. 

(e) 如 果 P{n < 1] «1H Eg > 1, 则 方程 z = g(xz), 0€ z < 1, 有 两 个 根 : 
r= 二 1 与 gq € (0,1). 

提示 : 首先 证 明 , 对 于 z e [0,1], 有 g(xz) 2 0 5j g"(z) > 0. 为 证 明 所 陈述 
的 断言 , 可 以 分 别 在 En < 1 与 En > 1 的 情形 下 考察 有 界 闲 数 g = g(z). 
( 续 第 18 题 与 第 19 题 ) 设 在 高 尔 顿 - 沃 森 模型 中 有 Em > 1. 证 明 , 此 时 家 族 消 
失 的 概率 g = P(r < oo] 是 方程 x = g(x) 的 唯一 根 , 该 根 严格 地 介 于 0 与 1 之 
间 , 亦 即 


= fo(g (s), 其 中 ge = 


= 9g(fn-1(8)). 


En>1 > 0< 了 Pr<cof<1. 


而 若 En < 1 且 Z1, 则 家 族 消失 的 概率 等 于 1, 即 
En<l1 > Pr<co+=1. 


设 在 高 尔 顿 - 沃 森 模型 中 有 pl < 1. 证 明 , 对 于 一 切 k 2 1, 85465 P(£; = 二 kio.} = 
0. 并 由 此 断言 P [lim& € (0, o) i 
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22. 设 (Xn,)n>o 是 具有 可 数 状 态 集合 巨 = {i,j…} 的 马尔 可 夫 链 . 证 明 , 如 果 其 所 
有 状态 都 是 非 本 质 的 , 则 该 链 为 不 可 约 的 与 自 返 的 , 当 且 仪 当 : 
(a) 对 一 切 4,j € E, 都 有 fi = 1i( 亦 即 Pi{o(j) < oo) = 1, 其 中 e(j) = 
inf (n > 0: X4, = 7}). 
(b) 每 个 峰 态 的 有 限 非 负 函 数 h = h(i), i € E( 即 h(i) 2 Y; ph), i € E, 
jeE 
其 中 jlpijl| 是 链 的 转移 概率 和 矩阵), 都 是 常数 . 
提示 : (b) 的 必要 性 证 明 见 附录 第 7 节 pb347.， 为 证 充分 性 ， 只 需 对 任何 
i,j € E, 证 明 
fü = pi 3 pafkj; 
kj 
并 由 此 导出 , SORIÉEGS PRPPCREUS REC, 则 对 一 切 4,3 € E, 都 有 fi; = 1, 再 由 (a), 
知 其 等 价 于 链 的 不 可 约 性 与 自 返 性 . 


86. 7. 可 数 与 有 限 马 尔 可 夫 链 的 极限 分 布 、 遍 历 分 布 和 平稳 分 布 
. 试 考察 具有 下 述 转移 概率 矩阵 的 马尔 可 夫 链 的 平稳 、 极 限 和 遍历 分 布 : 


Fe 


. 设 P = pal 为 有 限 二 阶 随 机 矩阵 ( 即 对 i = 1,… ,m, 有 Pp =1; 对 j= 
1… ,m, 有 X» = = 1)， 对 于 相应 的 马尔 可 夫 链 ， 其 平稳 分 布 是 向 量 Q = 
(fm 1m). 

3. 设 X — (Xn)nzo 是 具有 两 个 状态 的 马尔 可 夫 链 , 有 E = (0,1) 与 转移 概率 矩阵 


]- 
p-[ ^ ?Po<e<ho<p<l 


1-86 B 
证 明 ， 


(a) P^ — 


b 


2—(o--B) À1—81-o - (a+ B) 


(b) 车 初始 分 布 为 5 = (n(0), «(1)), 则 
NE X M 


-(0-8) 1-8 


Ply —ni— nw NES NE 


1 nete 1—o T 
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4. ( 续 第 3 题 ) 试 求 平稳 分 布 r, 并 计算 


COV 4o (Xs Aud) 一 玉生 n+ m E; X, E. Xj. 


证 明 , 若 Su = Xe X. 则 


|. n(1-— o) 
E, On 9 . (a 19) H. Do S, < en, 
其 中 c 为 某 个 常数 . 
再 证 明 , (相对 于 测度 Po, Pi 与 Pr。) 几乎 必然 地 有 


o 1—« 


n ^ 2-(a4) 


. W P = jlpijl 是 转移 概率 和 矩阵 (45,j € E = {0,1,2,…}), 对 一 切 i e E, 都 有 


piitl 三 Di pio 二 1 一 pi, 其 中 0<p;<1i>1, 而 po=1. 
证 明 ， 具有 这 样 的 转移 概率 矩阵 的 马尔 可 夫 链 的 所 有 状态 都 是 自 返 的 ， 当 
HÁX M, lim Ii pj — 0( 或 ， 等 价 地 有 i (1— pj) = oo). 


证 明 ， 车 所 有 状态 都 是 自 返 的 则 它们 都 是 正 自 返 的 ， 当 且 仅 当 ， 
y " « OO. 


k—1j-1 


. 证 明 , X X = (Xx)k>o 是 不 可 约 正 自 返 的 马尔 可 夫 链 , 具有 不 变 分 布 re , 则 对 


所 有 固定 ze E, (对 于 任何 初始 分 布 fr, 都 Px-a.s. 地 有 ) 


1 "-—1 ! 
z 1o GG) — m'(r), mn-oo, 
k—0 


opor ) noo, [fffüycE. 


( 试 比 较 第 一 章 第 12 节 中 的 大 数 定律 .) 
骨 证 明 , 如 果 马 氏 链 是 不 可 约 的 、 自 返 的 和 零 的 , 则 对 任何 固定 的 z € E, 
(对 于 任何 初始 分 布 x, 都 Pn-a.s. 地 有 ) 


li 
e 》 Tz} (XX) e 0, T; — OO, 
" k—0 


n—1l 
1 
-》p 50, noo fffilycE. 
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7. 设 (X%)nz0 是 状态 空间 为 有 限 集合 E = {0, 1,… , N) 的 马尔 可 夫 链 , 且 该 链 又 
是 园 . 证 明 ， 
(a) 状态 (0) 与 (N) 为 吸引 态 (poo = pw = 1). 
(b) Zi r(z) —inf(n 2 0: X, = 72), 则 Py{T(N) <r(0)} = z/N. 


88. 作为 马尔 可 夫 链 的 简单 随机 游 动 
1. 利用 如 下 所 述 的 概率 方法 证 明 斯 特 林 公式 (n! ~ V/21n"*/2e7^, V, [10] 第 27.18 


题 ): S, == Xi 十 … 十 Xn, n 1, RP Xi, X - 是 独立 的 随机 变量 序列 , 服 
从 参数 为 入 = 1 的 泊 松 分 布 . 依次 证 明 ， 


() E C=) - ety [nn : - pem 

















k=0 
(b) Law (Ex) — Law |N ], 
其 中 NN 是 正 态 分 布 的 随机 变量 . 
SO, —nN. H 1 





(d) n! V2rn"**12g7n. 


2. uEB] Sk nTA-tE (28). 

3. 证 明 (30) XX. 

4. 证 明 , 埃 伦 弗 斯 特 模型 中 的 马尔 可 夫 链 的 所 有 状态 都 是 自 返 的 . 

5. 验证 (31) 式 与 (32) XX. 

6. 证 明 , 对 于 Z = (0,31, 22,.--) 上 的 最 简单 的 随机 游 动 , B p.i = p, ps zs_1 = 


1— p, 函数 f(z) = (122), s e z, 是 调和 的 


p 


T. VE £u £8 为 独立 同 分 布 的 随机 变量 , 令 Sk = 6 十 … 十 6k, 二 n. 证 明 ， 


Y I(S, »0) S min(l&k&n: S,— max $;), 
j&m 


ks&n 


其 中 , 5 表示 同 分 布 . (斯 帕 尔 -安德森 的 这 一 结果 补充 说 明了 , 为 什么 在 伯 努 利 
场合 下 , 位 于 正 半 轴 的 时 间 与 达到 最 大 值 的 时 间 都 服从 相同 的 规律 —  fciESE 
f; 试 比较 第 一 章 第 10 节 以 及 该 节 中 的 第 4 题 与 第 5 题 .) 


8. 设 和 ,和 为 独立 的 伯 努 利 随 机 变量 序列 , 有 P(£, = 1) = P(£ = -1) = 





10. 
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1/2, nz 1. 令 So — 0, S, — & -F--- £4. WEB], i c 为 马尔 可 夫 停 时 , 且 


u ns 7 之 T， 
95 3x: DAT: a (55 p DnAT) e 
257 — Sn, n«r, 


则 有 (5,)520 E (S,)520, 亦 即 序列 (5,)n>o 的 概率 分 布 与 序列 (95), 50 的 概率 
分 布 重合 . (本 结果 称 为 关于 对 称 简单 随机 游 动 (5%)n>o 的 安 德 烈 反射 原理 , 试 
比较 第 一 章 第 10 节 中 关于 反射 原理 的 其 他 版 本 .) 


. 设 针 = (Xn)nzo 是 d 维 格子 点 集 Z^ 上 的 简单 随机 游 动 , 即 有 Xo = 0, 


An — 61: £8 n 21, 
Pl{é; =e} = x 


e 二 (e1,:-- ,ea) 为 R* 中 的 标准 基 同 量 , 即 e; = 0, —1, 1, H [e| S lei] ---- Jeg] = 
L. 


A A 是 R^ 中 的 以 0 = (0,… ,0) 为 球 心 的 开 球 . 证 明 多 元 中 心 极限 定理 


的 如 下 形式 : 
d 2 
imP[ eal - f (a) pe dp eara 


提示 : 首先 证 明 & 的 特征 函数 p(t) = Ece'(** $9, t — 页; 如) 为 p(t) = 
47 Y cost. 然后 利用 多 维 场合 下 的 连续 性 定理 (参阅 第 三 章 第 3 节 定理 1), 
亦 可 比较 第 三 章 第 3 节 第 5 题 
设 X = (X,)azo 是 上 面 第 9 题 中 的 随机 游 动 , W。- Y: I(X = 0) 是 使 得 


Xy, 二 0 的 上 E {0,1,-…,n 一 1} 的 个 数 . 第 七 章 第 9 节 证 明了 ， 当 4d = 1 时 , 有 
ENn ~ 4/ 2n, n 一 oo. (《 概 率 》 第 二 卷 第 七 章 第 9 节 (17) 与 (18) 式 中 的 去 
均 应 为 .) 

(a) 证 明 , 对 于 d > 2, 有 如 下 的 关系 式 成 立 : 


Zune d — 2, 
EN,-47 


其 中 常数 c; = 1/P(o4 = ool, 而 o4 = inf(k > 0: Xy — 0t WR (-) = e, 则 
ou = oo). 试 求 常数 cu. | 
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(b) 证 明 , 当 4 — 2 时 , 有 





imp | Ns 2 :| —e"7 xX>0, 
n inn 


Pio »n)- P(N, = 0) « —, n — oo. 
(c) 证 明 , ?4 d 2 3, n — oo 时 , 有 
P(X», = 0} 


ro 


(d) 证 明 , 对 任何 d 2 1, 都 有 
1 


Poi 一 ool  IMEEIGE C MMC C C M MC 
1+ 35 PU. = 0) 


i: 关于 性 质 (d) 的 证 明 , 已 经 本 质 上 包含 在 第 八 章 第 5 节 定 理 1 的 证 明之 
中 . 指出 如 下 事实 是 有 益 的 : 由 (d) 中 的 等 式 , 并 注意 到 对 于 d 2 1 & c(d) > 0, 
有 P(Xax = 0} ~ £O, 就 立即 可 以 得 到 波 利 亚 定理 的 结论 : 对 于 d = 1 和 d= 2, 
有 
P{foi < oo ET 
( 自 返 的 概率 为 1); 而 对 于 d > 3, 有 


P(o1«00] «1 


( 非 自 返 的 概率 为 正 )， 


11. 我 们 来 讨论 关于 区 域 Cc EE 中 的 泊 松 方程 的 狄 利克 雷 问题 (参阅 附录 第 7 节 


p339, 其 中 E 为 至 多 可 数 的 集合 : 寻找 非 负 函数 V = V (x), 使 得 


LV(rz)-—-h(x), z€€CO, 
V(z)-g(zr) z€D-E^C, 


其 中 h(z) 与 9(z) 为 非 负 函数 . 
证 明 , 该 问题 的 最 小 非 负 解 Vbp(z) 由 下 式 所 定义 : 


T(D)-1 
Vp(z) = Ez (I (7(D) < 09)9(X-(5))) + Ic(z)E [2 2. 2l 


其 中 , 7(D) = inf(n20: X, e D}( 如 同 往常 ,车 (0) = o, 则 7(D) = oo). 
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提示 : SK Vp(z) = vp(z) - vp(z), 其 中 (D = C): 
gp(z) = E; [I(T(D) < co)g(X«(5))]. 


rT(D)-1 
Vp(z) = Ip(z)Es X av). 


此 二 函数 pp(z) 与 vp(z) 分 别 具 有 下 述 表达 式 : 
ep(z) = Ip(z)g(z) + Ip(z)Tvp(z), 
Vp(z) = Ip(z)h(z) + Ip(r)T vp (), 
(其 中 T 是 一 步 转移 算 子 ; 参阅 附录 第 7 节 p339). 由 这 些 等 式 可 以 推出 
Vp(z) = Ip(z)g(z) + Ig(z)|h(z) +TVp(z)]， 


由 此 得 知 , 在 区 域 C 上 , 这 个 函数 是 方程 组 的 非 负 解 , 有 LV (x) = 一 h(x), 而 对 
于 zeD, 则 有 V(x) = g(z). 

为 对 方程 组 的 任意 非 负 解 V(z), 证 明 V(z) > Vp(x), 应 当 指 出 , 对 于 这 些 
解 ,有 V(z) = Ip(z)g(z) ^ Ip(z)[h(z) -- TV(z)], 由 该 关系 式 得 知 


V(z) > Ip(z)g(z) + Ip(z)h(z). 


利用 此 不 等 式 , 通过 归纳 法 , 可 证 , 对 任何 n > 0, 都 有 


V(z) > Y IT^) lg + Iphl(a) 
k—0 


由 此 即 得 


V(z) 2 Y o^) [Ing + 万 站 (z) = en(z) + vp(z) = Vp(z). 
k20 


12. it X — (Xn)nzo 是 Z4 中 的 简单 对 称 随机 游 动 , 而 
c(D)-—-inf(n20:X,€D), DCZ, 


并 且 D 为 有 限 集 . 证 明 , 存在 正常 数 c = c(D) 与 e = e(D) < 1, 使 得 对 一 切 
ZE 也 ,都 有 


P. {o(D) 2 n] < ce". 


( 试 比较 第 一 章 第 9 节 中 的 不 等 式 (20).) 
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13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 
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在 概率 空间 (Q,.2, P) 上 考察 两 个 分 别 自 x 与 y 开始 的 相互 独立 的 简单 对 称 
随机 游 动 X' = (X23)nzo0 5 X? = (X2)nz0 (Xj = x XI = v xy € Z. 令 
Ti(r) = inf(n 2 0: Xi = 0}, ?(y) = inf {n > 0: X2 = 0}. 试 求 概率 
P (r'(z) < 7°(y)}. 
证 明 , 对 于 集合 Z — {0, 土 1, 土 2,…} 上 的 简单 对 称 随机 游 动 X = (X)n>o, Xo = 
0, 有 

Poír(y) = N} ~ Ee Nc, N — oo, 


其 中 7(y) = inf fn > 0: X, = y), y Z0. ( 试 比较 第 二 章 第 4 节 第 16 题 中 的 斯 
言 .) 

我 们 来 考察 简单 随机 游 动 X = (X«)s2o, 其 中 X = z&- £6, Wi 6,62, 
是 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 , 有 P{&1 = 1}=p, P(&7-1) a p+4=1， 
又 zeEZ. 令 olz)=inffn>0:Xn — zx). 证 明 ， 


P.(c(r)«oo) —2min(p, q). 


考察 上 题 中 的 随机 游 动 , 4 x = 0. 以 Z2, 表示 序列 Xo, X1,… , X4 (Xo = 0) 中 
的 不 同 的 值 的 个 数 . 证 明 ， 


n, 
Bo lp-qd, n- oo 


Bt X = (Xn,)nzo 是 集合 Z = (0,51,22,...) 上 的 简单 随机 游 动 , 其 中 Xo = 

0，X = & t£, 而 £,65,--- 是 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 , P(& = 

1} =p, P{&1 = 一 1} 2 4 (= 1 一 p), 0<p<1. 证 明 , 序列 |X|= (|Xn|)wz0 是 以 

已 = {0,1,2,.…} 为 状态 空间 的 马尔 可 夫 链 , 它 的 转移 概率 为 : 

p tq 
p 十 gt 

再 证 明 , 对 任何 ”> 1 及 任何 非 负 整数 4, h.c, in_1, 都 有 


Piii+1l = —1-—p,-i $20, po=1. 


p 

P(X, eil [Xol m cilm cas |=) = oos 

设 上 (£o,61,€2,---) 是 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 ,有 P(& —1) - p», Pí& = 
-1)24, p 十 g = 二 1. 定义 X, — rw41,，n 2 0. 试问 ,序列 X — (Xn)nzo 是 否 
为 马尔 可 夫 链 ? UDURAY,—i(£6 10-6), nn 之 1, 那么 YY = (Yh)nyz1 是 否 为 马 
尔 可 夫 链 ? 

设 X= (Xn>o 是 也 = {0, 土 1, 土 2,…} 上 的 简单 对 称 随 机 游 动 . 令 01,02, 
是 随机 游 动 X 回归 状态 0 的 时 刻 (其 中 Xo = 0). ( 即 有 m = inf fn 20: X. = 
0), c2 = inf (n > 21: X, = 0), 如 此 等 等 .) 
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证 明 ， 

(a) Poíci < oo! — n 

(b) Po( X24, = 0) = 2 Po(ox = 2n]. 

(c) XE BEPRAC Ei z?* — (Eo A <1). 


X2n=0 ain 二 ———. 
(d) 25 Pol 2n = 0}z 1—EQZA 


(e) 母 函 数 Eo zc: = 1—V1— 22, 因此 , 结合 (d), 得 知 > Poí X3, = 0}z2n = 
: 2 





/ÀÁ1-223 
(f) EN(k) = 1, rp k d& Z 中 的 任 一 状态 , IB k z: 0, 而 N(k) 是 随机 游 动 
在 第 一 次 回归 状态 0 (即时 刻 o5) 之 前 所 访问 状态 k 的 次 数 . 


20. 设 久 = (Xn)jnz0 与 Y= (Yh)nzo 是 Zad 上 的 两 个 简单 对 称 随机 游 动 , d 2 1. 令 


Ry — > > I(Xi= X;). 
1==0 j—0 
证 明 , YE d = 1 时 , 数学 期 望 ER, 是 两 个 游 动 在 时 刻 n 时 相交 的 平均 次 数 的 一 
个 数字 特征 (包括 多 次 经 过 同一 个 点 的 次 数 ), 对 于 足够 大 的 n, 它 的 阶 为 cn3/2， 
其 中 常数 c > 0. ( 现 已 知道 , 例如 可 以 参阅 [75], 对 于 不 同 的 d > 1, 34 n 足够 大 
时 , 分 别 有 


Cn, d —2; 

cin, d-3à3; 
EIL = 

cinn, d=4; 

C, d 2 5, 


其 中 , c = ca 是 与 d 有 关 的 常数 . 请 尝试 证 明 所 列举 的 关于 ER 的 各 个 渐 近 表 
达 式 , 并 求 出 常数 ca 的 值 .) 


21. 设 B 是 Z4 中 的 有 限 集 , f. = f(x) 为 定义 在 BU 8B 上 的 函数 , 其 中 8B = 


[rg B: |x—y| —5 1 对 某 个 y € Bj. 假设 函数 f = f(x) 在 B 中 上 调和 (BI 
Tf(z)2 f(x) ze 了 ,其 中 了 为 一 步 转移 算 子 ; 参阅 附录 第 7 p339). 证 明 ， 
这 样 的 函数 满足 最 大 值 原理 : 


sup ”jz) = sup f(z). 
zcBUoB zcaB 


22. 证 明 , 一 切 在 Z4 上 调和 的 有 界 函 数 都 是 常数 
23. 设 CCZa, g — g(z) 为 6C 上 的 有 界 函 数 . 证 明 , 问题 


AV(z)—-0, zx€C, V(x)-—-h(xr) zx € OC 
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的 一 切 有 界 解 V = Y(z) 均 满 足 如 下 等 式 : 
Vac(zr) = Ez [|g(X7r(ac))T(T(0C) < o9)] + aP(7T(0C) = oo], 


其 中 , a cR, 7(0C) = inf in20: X4,€28C)j. 
24. 所 谓 齐 次 狄 利克 雷 问 题 , 就 是 寻找 函数 V = V(a), 使 得 它 在 区 域 C C Z4 上 调 
和 (AV(r)—0, zecC), 在 3C Lb,/8 V(z) = g(x), 其 中 9g = g(x) 是 给 定 的 函 
数 . 证 明 关 于 该 问题 解 的 如 下 结果 : 
(a) i d « 2 HR g = g(z) 有 界 , 则 在 有 界 函 数 类 中 , 解 存 在 、 唯 一 , 且 
满足 等 式 Vac(z) = Ez 9(X.(ac)). 
(b) Zi d 2 3, 函数 g — g(z) 有 界 , 且 对 任何 z € C, EP P(T(0C) < oo) ^ 1, 
则 在 有 界 函 数 类 中 , 解 存 在 、 唯一, HUE (a) 中 的 等 式 . 
25. 设 X = (Xn)nz0 是 Z4 上 的 简单 对 称 随机 游 动 , d > 1. 证 明 , 如 果 区 域 C c Za 
有 界 , 并 且 其 边界 0C 为 集合 {x € Zi : x 2C, [x -yl| = 1 对 某 个 ye C), 则 
狄 利 克 雷 问题 : 
寻求 CuOC 上 的 函数 V = V(a), 使 之 满足 


AV(z)=—h(z), ZzE€O, 
V(z)= g(x), zx € 00, 


就 有 由 下 式 所 给 出 的 唯一 解 
T(OC)—1 r(8C)—1 
Vac(z) = E, g(X«(0c)) + Ez | »» 2 à 其 中 E; | 3 av) < OQ. 
k—0 k—0 


提示 : 利用 第 11 题 提 示 中 所 述 的 方法 , 并 注意 , 关于 区 域 C 的 有 界 性 假设 
蕴涵 等 式 Ps {r(6C) < oo = 1, zeC (比照 第 11 题 ). 

26. 设 5= (5%)nzo 是 Z = {0, 土 1, 土 2,…} 上 的 简单 对 称 随机 游 动 ,有 So = 0, S, = 
上 十 … 十 如 ,其 中 和 ,后 是 相互 独立 的 伯 努 利 随机 变量 ，P{fe = 1} = P(£ = 
-1)21/2. $ r—inf(nz0: S, — 1). 第 七 章 第 2 节 第 18 Ri Zeiss HUS 
ik, 证 明了 , 对 于 a < 1, 有 


Eo" —o !|-41-o?] 
试 以 严 马尔 可 夫 性 为 基础 , 证 明 , 函数 v(o) = Eo" 满足 关系 式 v(o) = io 
iow?(a), 并 由 此 推出 关于 母 函数 (o) = Ear 的 表达 式 . 


27. 本 题 涉及 由 T. 埃 伦 弗 斯 特 和 P. 埃 伦 弗 斯 特 所 提出 的 模型 中 的 若干 计算 问题 ， 
该 模型 是 用 来 解释 玻 尔 效 受 热 扩 散 动力 学 理论 中 的 “不 可 逆 性 ”与 “ 自 返 性 ”之 
间 的 并 不 存在 的 矛盾 的 . 
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如 所 周知 , 产生 于 分 子 结构 , 并 将 热 交 换 视 为 扩散 随机 过 程 的 这 一 理论 是 
由 玻 尔 效 曼 为 解释 热力 学 理论 而 提出 来 的 (颇具 非凡 特色 ), 其 中 采纳 了 这 样 一 
个 假设 , 即 热 扩散 以 不 可 逆 的 方式 朝 着 热平衡 的 方向 进行 . 尽管 玻 尔 效 曼 认为 ， 
在 系统 的 状态 中 进行 着 热平衡 的 建立 , JF ELSTEEHIBSOCEEA S3 37], 但 在 他 所 倡 
导 的 “随机 ”理论 中 并 未 排除 , 至 少 在 理论 上 没有 排除 , 这 样 的 一 种 可 能 性 , 即 
随 着 时 间 的 延续 , 系统 可 以 回 到 自己 最 初 的 热力 学 非 平 衡 态 ， 而 这 正 是 人 们 对 
动力 学 理论 进行 批评 的 一 个 基本 点 ，( 庞 加 莱 曾 经 对 描述 保 测 变 换 的 动力 系统 指 
出 过 “上 自 返 性 ”的 可 能 性 ; 参阅 第 五 章 第 1 5.) 

玻 尔 效 曼 自己 断言 , 在 “不 可 逆 性 ”与 实际 上 是 观察 不 到 的 “ 自 返 性 ”之 间 
并 不 存在 矛盾 ,因为 在 随机 系统 中 , 返回 到 肉眼 可 见 的 非 平衡 态 是 根本 做 不 到 
的 , 而 要 发 生 这 种 情况 , 只 有 经 过 如 此 之 长 的 时 间 , 以 致 于 我 们 根本 不 能 见 到 这 

从 物理 学 的 观点 来 看 ， 由 两 位 埃 伦 弗 斯 特 所 建立 的 以 马尔 可 夫 链 的 语言 所 
表述 的 模型 , 在 刻画 两 个 与 外 界 环境 隔绝 的 物体 之 间 的 热 交 换 方 面 是 非常 成 功 
的 . 它 给 出 了 由 一 个 状态 过 渡 到 男 一 个 状态 的 平均 时 间 的 审慎 而 有 趣 的 数量 分 
Pr. 

i E -— {0,1,… ,2k}, 其 中 状态 i 解释 为 “在 箱子 A 中 有 i 个 分 子 ”( 关 于 
埃 伦 弗 斯 特 模 型 的 更 加 详细 的 介绍 , 可 以 参阅 《概率 》 第 二 卷 p293). 分 别 以 


T(i) -infín 20: Xn,=i}, o(i)-—infín20: X4,— i) 

表示 首次 进入 状态 i 或 首次 回 到 状态 i 的 时 刻 , 4? xo = 区 如 同 往常 , inf & = oo). 

证 明 ， 

(a) Bio(i) = 22* GE D' QU -, 特别 地 , 返回 状态 0 的 平均 时 间 为 Eo o(0) = 22*. 

(b) Ek 7(0) = 3:2^*(1 + O(k)). 

(c) Eo T(k) = kin k--k--O(1). (在 [19] 中 有 如 下 的 数值 计算 : 如 果 Kk = 10000, 
并 且 分 子 间 的 交换 每 秒 钟 进行 一 次 , 则 平均 时 间 Eo 7T(k) 少 于 29 小 时 , 然而 , 与 
此 同时 , Ei 7(0) 却 是 一 个 天 文 数字 : 109999 年 (!).) 


马尔 可 夫 链 的 最 优 停 止 问题 

试 举例 说 明 , 对 于 具有 可 数 状 态 空间 的 马尔 可 夫 链 , 有 可 能 (在 类 mF 中 ) 不 存 
在 最 优 停 时 . 

i 如 定理 2 的 证 明 中 所 定义 . 证 明 , c, 是 马尔 可 夫 时 . 


证 明 , 第 7 小 市 在 “任性 的 未 婚 妻 问题 ”中 所 引入 的 序列 X = (X, Xs) 
成 齐 次 马尔 可 夫 链 . 


WX = (Xn)jn>o 为 取 值 于 R 的 齐 次 马尔 可 夫 链 , 具有 转移 函数 P = P(x; B), 
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zcR,BeZ(R) 我 们 说 , R 值 的 函数 f= f(z), ze 有 是 调和 的 (或 者 为 已 调 
和 的 , 或 者 关于 同 P 之 比 为 调和 的 ), 如 果 有 


E, |f(X1)| = 人 (yP(z;dy, xz eR 


与 
f(z) = 人 f(y)P(z;dy, scm. (9) 


如 果 在 式 (*) 中 将 等 号 “=” 换 为 不 等 号 “>”, 则 说 f 是 上 调和 的 (参阅 附录 第 
7 节 ). 
证 明 , 如 果 f 是 上 调和 函数 , 则 对 于 所 有 的 z e 恨 , 序列 (J(Xn))n>o (其 中 
Xo = 0) 都 是 上 贺 (关于 同 测度 P. 的 比值 ). 
5. 证 明 , (40) 式 中 的 时 刻 子 属于 mM> 类 . 
6. 对 于 第 8 节 中 的 各 种 简单 随机 游 动 的 例子 , 仿照 第 6 小 节 例 1, 讨论 最 优 停 时 
问题 : 
Sw(rz)— sup E;g(X.) 
TEMD 


与 
S(r)— sup Ex g(X7). 
T€) 


7.( 受 挖 马尔 可 夫 链 与 优化 问题 ) 55g — T FERERESEAB ERE (P(a), a € AJ, 其 
中 P(a) = |pi(a)] 依赖 于 参数 a € A, 而 A 是 某 个 可 视 为 所 有 可 能 “控制 
值 ” 的 返回 值 集 合 . 相 空 间 E = {i,;,…} 有 限 或 可 数 . (所 有 取 值 于 A 的 函数 
u-u(i) i € RR 均 被 理解 为 在 状态 i e 下 的 可 允许 的 “控制 ”.) 

对 于 每 个 被 选 的 控制 uw = uw, i e E, 我 们 用 P* 表示 转移 概率 矩阵 
lois Cu(2))]l, 根据 其 构造 (例如 , 按照 第 二 章 第 9 节 中 的 约 内 斯 库 -图 尔 其 定理 ) 
相应 的 序列 空间 Ev 中 的 概率 分 布 族 Pr, ic E, 将 其 视 为 由 状态 i 出 发 ( 即 
Xo — i) 的 (被 “控制 "ww 所 控制 的 ) 受 控 马尔 可 夫 链 X = (X,)%>o 的 概率 分 布 . 

设 C 是 E 中 的 某 个 区 域 , D = EEC， 假设 在 C 中 给 定 了 函数 h = 
h(i,a), i EC, ae A 与 g = g(i,a), i € D, a e A, 并 有 它们 都 是 非 负 值 孙 
数 . 

如 果 控 制 w = w(i), i e E 被 选取 出 来 , WI h*(i) = h(i,u(i)) 5 g"(i) = 
g(i, u(i)). 

与 每 个 控制 u-ui) ic 相关 联 的 在 状态 j € 下 的 “收入 ”为 : 

T(D)—1 


V*"(j) = E? |g"(X«5)I(r(D) < oo) - $^ h*(XK)|, 
k=0 
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其 中 r(D) = inf fn >0: X, € D). (V*(j) 的 含义 是 清楚 的 : 这 就 是 若 选取 开 
始 于 状态 Xo = ji 的 控制 w = wu(i), ic 五 ,所 可 以 赢得 的 钱 数 ; 值 gx(i) 刻画 了 
理论 上 的 钱 数 , 而 h*(i) 则 是 在 状态 下 的 现在 的 钱 数 .) 

对 于 所 考察 的 受 控 马 尔 可 夫 链 的 最 优化 问题 就 是 寻找 “价格 ” 


V'()-supV"(j, jeE 


和 最 优 控制 u* = u*(i), i e E, 如 果 它 们 存在 . 
证 明 如 下 的 所 谓 检验 定理 : 假设 
存在 函数 站 = V(j), j € E, 使 得 


VG)- Eun (Bmore th, | y; 36€, 
2€ ED 


V(j) — Sup 9(j, a), j e D. 
acA 


(ii) 在 所 考察 的 控制 类 中 , 存在 控制 w* = u*()), i € E, 使 得 对 于 每 个 固定 
的 j, 上 述 二 式 中 的 上 确 界 均 在 a = u*(j) 处 达到 . 
则 控制 w* = w*(i), i € E, 是 最 优 的 : 对 任何 可 允许 的 控制 u, 都 有 


v"(2V"(j) H V"()-V(G) jcE. 
提示 : 利用 事实 : 对 任何 控制 w 都 有 
V()2T"V(j)-h"(j), jeC, Xm T'"V(j)-E?TV(X), 


与 
V(j)g"G) 3jeD, 
而 对 于 控制 wt, 则 上 述 二 式 均 成 立 等 号 . 


(无 序 问 题 ) 在 第 六 章 第 7 节 第 8 题 中 , 曾经 引入 过 贝 叶 斯 风险 : 


R"(r) - P" (r « 0) --cE"(r —0)*, 


并 且 指 出 , inf R"( 其 中 的 下 确 界 系 对 所 有 P"- 有 限 的 马尔 可 夫 时 7 的 类 MF Br 
取 , (v € [0, 1])) 在 如 下 的 时 刻 达 到 : 


7* — inf (n 2 0 : a4 2 A], (*) 


其 中 4 是 依赖 于 c 与 p 的 常数 . 
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证 明 ， 
(a) 贝 叶 斯 风险 R7 (7) 具有 如 下 表达 式 : 


R'(r) = Br (o — 1,) t cl(r 2 1) nj 
k--0 
(b) 在 关于 马尔 可 夫 链 (7 )n>o 的 最 优 停 时 问题 
R"(7) = inf, E" [o —T,)-Tcl(r 2 2323 


天 一 0 


中 , 由 (*) 所 确定 的 停 时 7* 是 最 优 的 . 





附录 ”本 书 所 用 到 的 组 合 论 与 概率 论 中 的 
基本 符号 与 重要 概念 简介 


81. 组 合 论 基础 


“概率 计算 ”从 一 开始 就 与 组 合 学 密切 联系 在 一 起 , 因为 它 需 要 用 组 合 方法 计算 
使 得 所 考察 的 事件 发 生 的 可 能 情况 的 数目 . 这 些 方法 即使 在 现代 概率 论 中 也 依然 占 
据 着 显著 的 地 位 , 尤其 是 在 那些 具有 有 限 个 试验 结果 的 场合 (《 初等 概率 论 》). 组 合 
方法 构成 了 离散 数学 , 包括 它 的 各 个 分 支 , 诸如 图 论 , 算法 理论 等 等 中 的 最 本 质 的 部 
分 . 

我 们 来 大 致 介绍 一 下 组 合 学 的 某 些 基本 概念 及 其 结果 , 这 些 内 容 曾 经 在 《 概率 》 
第 一 、 二 卷 的 基本 内 容 以 及 本 习题 集中 被 运用 到 . 

eU 4 是 具有 有 限 个 元 素 a1,… ,ax 的 组 (|4| = N).. 如 果 这 些 元 素 各 不 相同 ， 
那么 就 将 4 称 为 集合 , 并 记 作 


A= {a1,- ,QN}. 
在 这 里 , 元 素 的 书写 顺序 是 无 关 紧 要 的 , 重要 的 是 其 中 究竟 有 哪些 成 员 .， 因 而， 
组 {1,2,3} 与 组 (2,3,1) 所 确定 的 是 间 一 个 由 “点 ”{1}), {2} 与 {3} 所 构成 的 集 
合 . 


与 每 个 集合 A = {a1,… ,ay ) 联系 着 两 种 不 同类 型 的 大 小 为 n 的 样本 (有 
时 也 称 为 长 度 为 n 的 序列 ): 


(Gna , Gi, ) H [oi ; Qin ]; 














Hox 


其 中 加 ie {1,… ,入 }, 而 元 素 a;, € A, 并 且 对 于 不 同 的 j, ai; 有 可 能 彼 
此 相同 . 

用 符号 (a4 …… ,ai ) 表示 有 序 样本 , 即 元 素 的 排列 顺序 是 关键 因素 的 样本 . 

用 符号 [ai,,… ,04,] 表示 无 序 样 本 , 即 只 关心 其 中 的 成 员 有 哪些 , 而 不 计较 
它们 的 排列 顺序 的 样本 . 

如 此 一 来 , 样本 (a4,a1,a3,a1) 与 样本 (a1,a1,a4, a3) 尽管 组 成 成 员 相 同 , 但 
排列 顺序 不 同 , 因而 是 互 不 相同 的 . 而 [a4,a1,03,01] 与 [a1,21,a4, a3] 则 视 为 同 
一 个 样本 . 

如 果 (…) 与 […] 是 由 A d “无 放 回 抽样 ”所 形成 的 样本 , 则 它们 中 的 所 
有 成 员 各 不 相同 , 因而 m < N. 

在 “有 放 回 抽样 ”的 情况 下 , (…) 5 […] 中 的 成 员 可 以 重复 出 现 , 因而 n 
可 以 任意 大 . 

WA 为 集合 , 有 |4| = N. 如 果子 集 DIC A, 1 < i < n, 满足 条 件 
Di #82, DiND;= %, i#j HDi t Ds. = A, Wt 2 — {Di,… ,Dn} 称 
为 4 的 一 个 分 割 , n < N， 集 合 Di 称 为 分 割 9 的 原子 或 分 割 类 . 

e 4 = {a1,.… ,aN} 的 元 素 构成 的 样本 数目 的 计算 . 

组 合计 数 意义 

(a) (Nj, 2 N(N — D: (N n 1) A 为 集合 , 有 14| 二 N. 由 A 中 的 元 素 

(由 N 个 元 素 中 选 出 m” 个 的 排列 数目 ， 按 “ 无 放 回 抽样 ”所 形成 的 大 小 为 n 

1<ngN) 的 有 序 样本 (.… ) 的 数目 

(b) C& = G2. (= mt) A 为 集合 , 有 |4| = N. 由 A 中 的 元 素 

(HN 个 元 素 中 选 出 ” 个 的 组 合 数目 ， 按 “ 无 放 回 抽样 ”所 形成 的 大 小 为 n 

二 项 式 系数 ) 的 无 序 样本 |.……] 的 数目 

(c) N^ A 为 集合 , 有 |A| = N. 由 A 中 的 元 素 
按 “有 放 回 抽样 ”所 形成 的 大 小 为 n 
的 有 序 样本 (… ) 的 数目 

(dj CRs A 为 集合 , 有 |4| = N. 由 A 中 的 元 素 
Tz “有 放 回 抽样 ”所 形成 的 大 小 为 n 
的 无 序 样本 […] 的 数目 


关于 上 列 各 组 合 数 的 其 他 解释 可 以 参阅 第 一 章 第 1 节 与 第 2 节 中 的 习题 . 
特别 是 , 根据 第 1 节 第 3 题 ,“ 由 nn 个 1 与 N 一 n 个 0 所 构成 的 大 小 为 N 的 有 
序 样本 (… ) 的 数目 等 于 Cuyo. 该 结果 与 二 项 分 布 有 关 , 在 初等 概率 论 中 非常 
重要 . 
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例 1l. 设 A (21,22, 03,24], | AI 一 4, n — 2. 
(a) (4) = 4(4 — 1) = 12, 相应 的 12 个 有 序 样 本 是 : 


(a4,a2), (al,as)， (a1,04), (a2,al)， (22,03), (a2,a4), 


(a3,01), (83,02), (48,04), (a4,01), (24,02), (a4,a3). 
(b) C2 = dia = 6, 相应 的 6 个 无 序 样本 是 : 
[01,22], [eias], [ei,a4], [asas], [az2,04], [03,04]. 
(c) 4? — 16, 在 (a) 中 的 12 个 有 序 样本 的 基础 上 , 再 添加 4 个 样本 : 
(a1,01), (22,02), (23,03), (a4,04). 


(d) C2, , — C2 — 35, = 10, E (b) 中 的 6 个 无 序 样本 的 基础 上 , 青 添加 4 


个 样本 : [a1,01], [a2,a2], [esas], [aa, ad]. 
e 4 = {fa…… ,aN 的 子 集 数目 与 分 割 数目 的 计算 . 
合计 数 意义 
(e) 2N A 为 集合 , 有 |4| = N. A 中 的 所 有 不 同 子 集 的 数 
H (包括 空 集 o 与 集合 4 自身 ) 
(f) C& = zr A 为 集合 , 有 |A| = N. A 中 的 由 m 个 元 素 构成 的 


不 同 子 集 D C 4 的 数目 (|PI = m 和 0nxN; 当 
n= 二 0 时 ,有 D= {2}, CN — 1) 
(E) Cu(m,:- ry) = zu A 为 集合 , AL = N， 将 A 划分 为 7 个 互 
(“多 组 组 合 ” 或 “多 项 式 系 数 ” 不 相交 的 子 集 D1,.… , D+, 其 中 分 别 有 ni1,:… ,mr 


nione N) 个 元 素 (nm 十 … + mr = N) 的 所 有 不 同 分 割 
2 = {Di1,… ,Dr} 的 数目 , |Di| = ma ,|Dr|= 
nr, TN 


(h) Dn (A1,---,Aw) = A 为 集合 有 |4| = N. 对 A 所 作 的 
i 所 有 ”如 下 形式 的 不 同 “ 分 块 分 割 ”的 数目 。 9 = 
[Dy Dii; Dua, Dua 上 n s 
[Dii,::- ; Dix] 由 Ai 个 i 元 子 集 组 成 (1Dikl = 一 
i lz«ksz AX; 车 A —0, 则 相应 的 “ 块 ” 无 定义 ， 
亦 即 2 中 没有 这 样 的 “ 块 ” 
() S& = 溃 Dn( 和 1,… ,和 nw) A 为 集合 , 有 |4| = N. A 的 所 有 可 能 的 恰 含 及 
(其 中 的 求 和 系 对 所 有 满足 如 下 条 个 类 的 分 割 2 的 数目 
件 的 和 Xi,…: ,入 Nv 进行 和 Xi 之 

N AN 
0, >》 Ai-n, $5 iAi = N) 

=] 1—1 


(A; 2 0, 324A; — N) 
i-—1 
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St(1xn« n 被 称 为 二 阶 斯 特 林 数 . 


0) Bx = x SN A 为 集合 , 有 |Ai = N. A 的 所 有 可 能 分 割 的 数目 
Bn 被 称 为 贝尔 数 


(关于 (f) ~ () 中 所 提 到 的 各 种 组 合 数 , 可 参阅 第 一 章 第 2 节 中 的 习题 ®.) 


例 2. 仍 设 A = (a1,a2,a3, a4), |4|=4, n=2. 
(e) 24 — 16. 这 16 个 子 集 是 : 


@, {a1}, tah {as}, aj 
{a1, a2}, {a1, a3}, {a1, a4}, {a2, a3}, {a2, a4}, {a3, a4} 
{ai,a2,a3} {ai,a2,a4} {ai,a3,04} {a2,a3,04} {Q1, G2, 43, 44}. 
(f) C2 = 6. 相应 的 6 个 2 元 子 集 是 : 
{a1,a2}, {ai,aa}, {ai,a4}, {az,a3}, {a2,a4}, {a3,a4}. 
(g) 设 7+=2, ni — 1, nz=3, 于 是 C4(1,3) = di — 4. 相应 的 4 种 分 割 为 


(a1) 与 {a2,a3,04}, — (a2) 5 (a1,a3, a4); 
(a3) 与 (a1,a2,a4], (a4) 与 {a1, 42, 43}- 


4 
全 
i1 


A e 


DACS205/0) 7 Cea) 


— 6. 
相应 的 “分 块 分 割 ” 是 :®® 


I{a1}, {a2}] S [(as; 24]; [Hai}, {a3} 与 [(a2, 04}], 
[(21), {04}] 与 E(a2. os] [(a2), {a3}] 与 [lol 24). 
[{a2}, (24)] 59 [(a1, a3], [{as}, (24)] 93 [(a1, a2)]. 


D 关 于 一 阶 斯 特 林 数 可 参阅 本 附录 第 3 节 —— 译 者 注 . 
四 原 书 误 加 为 : 
[{a1}, {a2}] 与 (as) (a4). [ca (aa }H 与 [(a2], (24)]; 
[(21]; {a4}] 与 [{a2}, {aa}], [{a2}, (aa 1 与 [(o1]; (a4)]; 
[{a2}, {a4}] 与 [(a1]; {a3}], [(23]; (a4) 5 Hai h (a2 H 
一 一 译 者 注 . 
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(1) 52 2 D4(0,2,0,0) + D4(1,0,1,0) = 4-3 — 7. 相应 的 分 割 是 : 


{a1} 与 {a2, 03,04), [a2] 与 [a1, 03, 24), tas] 5 [a1, 42,04), 
[a4] 与 {a1, G2,43}, {al,a2} 5 {as,a4}, 121,03) 5 (a2, 24]; 
(21,04) 与 (22,23). 


可 类 似 地 算得 : 


Sr=1 会 7， 二 和 9 二 
Sl—1, $S2—15, S$2—25, 34 一 10， S53=1, 
S6 一 1，33 一 31， S2—90, S$—65, S2—15, S56=1. 


() 由 (1) 可 知 


B,-—8$104 52-82-91 —1--764-1— 15, 
Bg 1415425 4104-1 — 52, 
B4 — 1--31 4- 90 4- 65 4-15 4-1 — 203. 


N=4 时 的 15 个 相应 的 分 割 为 : 


(21,02, 03, 04]; [21], {a2}, {a3}, (a4); 

{a1} 与 (a2,a3,a4], {a2} 与 {a1, a3,a4}, 

{a3} 与 {a1,02,04}, {a4} 与 {01, 42, a3} 

{a1,92} 与 {a3, 44}, (21,03) 3 (a2,24), (21,04) 5i (22,23), 

(a1) (a2 与 (03,04), — (mi) (a3) 与 (a3, 04], — (01), (04) 与 (22,03), 
(a2), (a3) 与 (a1, a4], — (asp. (a4) 与 {01,03}, — (as), (24) 55 (21,22). 


。 组 合 学 方法 的 重要 作用 不 仅 体 现在 与 初等 概率 论 有 关 的 组 合 问题 的 计数 之 中 . 
它们 还 可 以 成 功 地 用 来 建立 各 种 关系 式 , 其 中 的 一 个 例子 就 是 建立 如 下 的 等 式 : 


n" = »» SK (n)k 
k=1 


其 中 1 < n < N, 而 5% 是 二 阶 斯 特 林 数 . (注意 : SL = SN = 1, 并 假定 
S9 =0, $5 —0, n» N.) 

证 明 这 类 关系 式 的 组 合 论 的 方法 的 思想 是 : 其 左 端 与 右 端 表述 同一 种 可 能 
性 的 数目 , 但 两 端 是 通过 不 同 的 计算 方法 得 到 的 . 

以 上 面 的 等 式 为 例 , 我 们 来 说 明 其 建立 过 程 . 














314 - 附 sx 


设 4 与 B 是 两 个 集合 , 它们 中 的 元 素 个 数 分 别 为 |4| = N, |B| = n. 我 们 
来 考察 函数 y = f(x), 它 对 所 有 ze A 有 定义 , 而 取 值 于 y € B. 由 于 对 于 4 中 
的 所 有 六 个 元 素 c, 都 可 以 让 其 对 应 于 B 中 的 n 个 元 素 y 中 的 每 一 个 , 所 以 
在 4 与 B 共 可 建立 n* 种 不 同 的 映射 . 

现在 来 用 男 一 种 方法 计算 各 种 不 同 的 函数 的 可 能 数目 .对 于 每 个 y € B, 
我 们 考察 相应 的 道 像 f-!(y) = (x: y = f(zx)}. 选取 某 个 集合 C C B, 有 
IC|=k,， TI 和 RS 和 mm WIS y =.f(x) 的 值 域 恰 好 就 是 集合 C. 由 于 [C| = k, 所 
以 集合 4 被 划分 为 天 个 互 不 相交 的 非 空 子 集 , 在 每 个 子 集 上 , 函数 各 取 一 个 值 
共有 St 种 不 同 的 这 种 分 割 , 而 在 各 个 子 集 上 的 取 值 则 有 (k); = kt 种 不 同 的 安 
排 方式 . 所 以 值 域 恰好 就 是 集合 C 的 函数 y = f(x) 共有 SE RIT. 

选择 B fj k UT 4E C 的 方法 有 CE 种 . 所 以 , 若 |4| = N, |B| = n, 则 对 
所 有 ze A 有 定义 , 并 取 值 于 ye B 的 函数 y = f(x) 的 数目 就 是 


Y c: SN kt M SK (n). 
k— k=1 


由 于 按照 第 一 种 方法 计算 时 , 该 数目 为 n, 所 以 所 述 的 不 等 式 获 证 . (关于 采用 
“两 种 不 同 算法 ”的 大 量 例子 和 习题 , 以 及 对 组 合 学 方法 的 众多 成 果 的 介绍 , 例 
如 , 可 见 [61],[45],[103], [104], [122] 等 参考 文献 .) 


82. 概率 结构 与 概念 
一 切 概率 统计 研究 的 基础 是 概率 空间 或 概率 模型 (第 二 章 第 1 节 ) 
(Q, F, P) 


其 中 
Q 是 所 有 试验 结果 w 的 空间 ， 
多 是 子 集 合 的 o- 代 数 ， 
P 是 中 的 集合 的 概率 测度 , 亦 即 集合 A c 的 one 4 0 < P(A) < 
1, P(2) 20, P(Q0) = 1. 
e [E T -代数 作为 概率 空间 定义 中 的 本 质 要 素 被 引入 概率 论 之 外 , 在 概率 论 中 还 
会 遇 到 其 他 各 种 不 同 的 子 集 类 : 代数 , 可 分 o- 代 数 , 单调 类 , r- 系 , 入 系 , -入 系 ， 
柱 集 类 等 等 . 参阅 第 二 章 第 2 市 . 


。 事 件 (集合 )4 与 B 称 为 相互 独立 的 , 如 果 P(An B) = P(A)P(B). 


多 中 的 集合 所 构成 的 两 个 子 集 类 d. 与 多 称 为 相互 独立 的 , 如 果 任 何 集合 
Ac4, 5 Be, 都 是 相互 独立 的 . 
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事件 A1,… ,4，。 称 为 相互 独立 , 如 果 对 任何 有 = 1, B1xüc--« 

ik € n, 都 有 
P(A; 0-0 A4) = P(Aj):-- P(A,,). 
可 以 相应 地 定义 多 中 的 子 集 类 v... 的 相互 独立 性 . 
e 以 (E, &) 表示 可 测 空间 , 即 赋 了 o- 代 数 e 的 集合 E. 

重要 可 测 空 间 的 例子 有 (参阅 第 二 章 第 2 节 ): 

(R, Z(R)): 赋 了 博 雷 尔 o- 代 数 22(R) 的 实 直 线 RR; 

(R^, Z(R"): RA&T o- 代 数 B(R") = 多 ( 民 ) 8 … 8 多 ( 民 ) 的 空间 R^ = 
Rx---xR; 

(R?, 4 (R?)) 赋 了 由 柱 集 类 生成 的 ec- 代数 多 (R”) 的 空间 Ro —Rx 
XX 了 昭 x--…; 

(RT, Z(RT)): 其 中 了 为 任 一 集合 , 由 所 有 定义 在 TT 上 的 实 值 隐 数 所 构成 
的 空间 RT, 并 赋 了 由 柱 集 类 生成 的 o- 代 数 (R77). 

(C, 多 (C0)): 由 (定义 在 区 间 [0, 1] 或 区 间 [0, oo). 上 的 ) 连续 咯 数 构成 的 空间 
C, 赋 了 由 开 集 类 所 生成 的 o- 代 数 多 (C), 此 处 亦 即 为 柱 集 类 所 生成 的 o- 代 数 ; 

(D, 4(D)y. 由 (例如 , 定义 在 区 间 |0,1] 上 的 ) 左 极 右 连 汞 数 , 即 (对 一 切 
t < 1) 右 连 续 , (对 一 切 > 0) 左 极限 存在 的 时 数 所 构成 的 空间 D, 赋 了 由 (d 
斯 科 罗 霍 德 距 离 的 ) 开 集 类 所 生成 的 o- 代 数 (D), 此 处 亦 恰 好 即 为 柱 集 类 所 
生成 的 c- 代 数 . 


。 随机 变量 x = X(w) 即 为 在 (0, 多 ) 上 给 出 的 , 取 值 于 (R, Z(R)) 的 实 值 范 数 ， 
具有 多 可 测 性 , 即 对 任何 博 雷 尔 集合 B € Z(R), 都 有 


iw: X(w)e B) e E. 


E BLA Et 50 ec f] 5f i RE ESLAIT- 3E SS DR TERRC X (v) = Ia(w), 其 中 


A € .多 ,而 
1, 如 采 we 4 
IA(w) 一 
| 0, 如 果 w& 4. 
随机 元 . 设 (Q, 多 ) 与 (E, &) 是 两 个 可 测 空 间 , X = X(w) 是 Q 上 的 取 值 
C EHBJB. FR X(w) 是 随机 元 , SIR PRA X(w) 是 多 /GE 可 测 的 , 意 即 对 任何 
B e 8, 都 有 和 集合 {w : Xw)eB)yed. 
n 维 随机 向 量 (X1(w),--- , X«(w)) 是 随机 变量 Xi (w),… ,Xn,(w) 的 有 序 组 . 
随机 序列 , 或 称 离散 时 间 随 机 过 程 X = (Xn(w))nz1 就 是 随机 变量 的 序列 
Xi(w),---,Xa(w),---. 
随机 过 程 X = (Xi(w))ter (具有 时 间 集 合 T C R) 就 是 随机 变量 组 和 (ww)， 
PET. 














- 816 - EH s 


e (R, Z(R)) ERJ2r7p iXX F = F(z): 所 有 ZR) 可 测 的 且 具 有 如 下 三 条 性 质 的 
PEU: 
1) F(z) JjydEEE PEL. 
2) 五 (一 co) —0, F(oo) ^ 1. 
3) F(z) 右 连 续 , 且 在 每 个 点 ze R 处 存在 左 极限 . 
dX — X(w) 是 定义 在 概率 空间 (0, 多 , P) 上 的 随机 变量 , 则 在 (R, Z(R)) 
上 按 下 式 定义 了 一 个 概率 测度 Py: 


Px(B) 2 P(v: X(w)e B) 


(更 为 准确 , [EUR ES RURCII S 1E - : X(w) e B))), 该 测度 称 为 随机 变量 
X — X(w) 的 概率 分 布 . ERE Fx(z) = Px((—oo, z]), 是 (R, Z(R)) 上 的 分 布 函 
数 , 称 为 随机 变量 X — X(w) 的 分 布 函 数 . 

AR X -(Xiwv)ier 是 随机 过 程 , 则 概率 (t1 < ct, ti eT) 


P4 (B) 2 Plo: (Xq(w),-,X.(w))€eB Bed4(T) 
称 为 随机 过 程 X 的 有 限 维 概率 分 布 . SEO 

Füssas(x1sc £4) = Piw: Xq(w) & x1, , Xu (w) € rn} 
称 为 随机 过 程 X 的 有 限 维 分 布 函数 . 

e 如 果 以 勒 风格 测度 入 = A(dz) 作为 (R, 4(R)) 上 的 基础 测度 , 那么 “ 勒 贝 格 
4st" (参阅 第 三 章 第 9 d$ (29) 式 或 第 七 章 第 6 节 (3) 式 ) 将 导致 如 下 结论 : 
(R, Z(R)) 上 的 任 一 分 布 蚂 数 F — F(x) 都 具有 表达 式 

F(z) E aFabpc(7) T Fsng(x), 
ui b > 0, a 4 b — 1, 
Fasc( = 了 f (y)A(dy) 为 绝对 连续 的 分 布 评 数 ( 依 博 雷 尔 可 测 ), 具有 密度 
PR = f(y) (f(y) > 0, 了 了 f(y)A(dy) = 1); 


Fying(7) 是 奇异 的 分 布 PRA (在 (R, Z(R)) 上 与 其 相应 的 测度 Pins) 是 关 
于 勒 贝 格 测度 入 奇异 的 测度 , 即 Pause LA. 
奇异 分 布 噶 数 Kuingl2) 本 身 又 可 以 进一步 表示 为 


Fsing (7) —d. Fa.sing(X) qe Fe-aing(X), 


其 中 d 之 0, C 之 0, d 十 Cc 二 1, Fa.sing(t) 2 ESECER] 239 ERE, 其 相应 测度 Püa.sing 
的 支撑 集中 在 不 多 于 可 数 个 点 上 , 而 玉 sng(z) Ae3ESEI AY SOC, 其 相应 测度 





83， 概 率 论 的 解析 工具 与 方法 “BI 


Pang 的 支撑 是 不 可 数 的 勒 贝 格 测度 入 为 零 的 集合 . (ERE Fsing(z) 的 一 个 例 
子 是 康 托 尔 鹃 数 ; 参阅 第 二 章 第 3 节 第 1 小 节 ). 
我 们 记得 , (R, 多 ( 民 )) 上 的 测度 jy 的 支撑 的 定义 是 : 


supp(u) = (z € R: p{y: ly-z| &r] >0, Vr » 0). 


由 上 述 讨 论 可 以 得 出 (R, Zz(R)) ER]—UIA)B PRAE FP — F(x) 所 共同 具有 
的 典 则 表达 式 (参阅 第 二 章 第 3 节 第 18 题 ): 


F(x) 一 alFu(Z) 十 azFabc(Z) + oa Fsc(x), 
其 中 ， Fa (= Fa_sing) 为 离散 的 分 布 暗 数 ， Pabe 为 绝对 连续 的 分 布 申 数 ， 而 f. (— 
[m 为 连续 的 奇异 分 布 函数 ， 且 (人 之 0, ) 三 ], 2, 3, O1 十 Q9 十 Q3 一 1. 
83. 概率 论 的 解析 工具 与 方法 


定义 在 概率 空间 (0, 多 , P) 上 的 随机 变量 X = X(w) 的 一 个 重要 数字 特征 是 它 
的 数学 期 望 EX. 

Xi X — X(w) 为 非 负 随机 变量 , 则 数学 期 望 EX 就 定义 为 X(w) 的 关于 测 
RE P 的 勒 贝 格 积分 : 


EX - | XG)P(2. 


dr X = X(w) 为 任意 随机 变量 (X = X* — X-, 其 中 X* = max(X, 0), 
X- = —min(X,0)), 则 当 Ex* 与 EX- 之 一 有 限 (Bl min(EX*, EX^) < oo) 
时 , 我 们 说 数学 期 望 EX 存在 , 或 说 确定 . 此 时 , 根据 定义 , 我 们 令 

EX = EX+ — EX-. 

Zi EX* < oo H. EX- < oo, 亦 即 E[X| < oo, 因为 |X| 2 X * 9- X7 , 则 说 
数学 期 望 EX 有 限 ( 或 说 随机 变量 X 可 积 ). (参阅 第 二 章 第 6 3). 
概率 论 中 的 重要 解析 工具 有 : 关于 积分 号 下 取 极 限 的 各 种 定理 ( 单 疯 收敛 定理 ， 
法 图 引 理 ， 勒 贝 格 控制 收敛 定理 ), 一 致 可 积 性 概念 , 不 等 式 ( 切 比 雪夫 不 等 式 ， 
柯 西 - 布 尼 亚 科 夫 斯 基 不 等 式 , 延 森 不 等 式 , 李 雅 普 诺 夫 不 等 式 , 赫 尔 德 不 等 式 ， 


闵可夫 斯 基 不 等 式 , 等 等 ), 拉 东 - 尼 科 过 姆 定理 , 富 比 尼 定理 , 勒 贝 格 积分 中 的 
换 元 定理 . (参阅 第 二 章 第 6 节 .， 


随机 变量 X = X(w) 的 方差 是 


DX = E(X - EX). 


量 c = +VDX 称 为 随机 变量 X( 偏 离 EX) 的 标准 (线性 ) 偏差. 
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如 果 (X, Y) 为 随机 变量 对 , 则 它们 的 协 方差 是 : 


COV (X, Y) 2 E(X — EX)(Y — EY) 


(假定 相应 的 数学 期 望 是 确定 的 ). 
如 果 0 <DX < co, 0< DY < oo, 则 量 
| cov(X, Y) 
ee 


称 为 随机 变量 X 与 Y 的 相关 系数 . 
X x 为 随机 变量 , 则 数学 期 望 BEX"( 若 其 确定 ) TRO X 的 n 阶 矩 或 第 n 
458. 量 E(X), = EX(X 一 1)…(X 一 n 十 1) 称 为 其 ” 阶 阶乘 矩 . 


£i F-— F(x) 为 分 布 函数 , Wes 
e(t) = | e" dF(xz) (- | cos tzd F' (x) 4- i | sintodF(e) ) t€ R, 
R R R 


称 为 分 布 FHBE&Á. 
M Op— Fx 是 随机 变量 Xx 的 分 布 吐 数 时 , 蚌 数 


ex(t) = / esdFx(x), t€R, 
R 


称 为 随机 变量 X = X(w) 的 特征 函数 .( 参 阅 第 二 章 第 12 节 .) 此 时 px(t) = 


FeitX(w) | 


若 X 是 非 负 随 机 变量 , 具有 分 布 淆 数 Fx = Fx (x), WIERAR 


Fx (A) = l - e VdFx(x), A0, 
Ü 
称 为 分 布 函 数 Fx 或 随机 变量 X 的 拉 普 拉 斯 变换 . 在 此 , Fx) = Ee-*X. 
在 第 二 章 第 3 节 中 列举 了 最 常用 的 离散 分 布 或 具有 密度 的 概率 分 布 . 


研究 离散 随机 变量 概率 性 质 的 最 有 效 的 工具 是 母 函数 . 这 种 方法 在 其 他 数学 分 
支 中 也 广 为 所 知 , 并 且 是 研究 具有 复杂 结构 的 数列 性 质 的 有 力 工具 . 
如 果 随 机 变量 X 分 别 以 概率 po,pl,pa,… (px 2 O0, 2 Pr — 1) 取 值 


0,1,2,…, 那么 在 概率 论 中 , 就 将 X 的 母 卫 数 G(s) 定义 为 
Sc Eu" 6 Ye) ,lsl <1. 
k=0 


由 随机 变量 X BUBEERA G(s), 可 以 唯一 确定 其 分 布 (pk)k>o: 


GO) (0 
p - P(x kj c $0. 
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若 有 向 量 值 随机 变量 X = (X1, , Xa), 其 每 个 分 量 X; 均 在 集合 {0, 1,2,…} 
中 取 值 , 则 其 母 吗 数 G(s), 其 中 s = (s1,… ,sd 按 如 下 方式 定义 : 


G(s1,... ,sd) = Esq" sd = »» Dis ka SP os abt, 
ki1,:… ,ka=0 
其 中 px ra = P(Xi— ki,... ,Xa= ka), |j] &1, 7=1,...,d. 
如 有 果 随 机 变量 X1,… , Xa 相互 独立 , 则 有 


G(81,::* ,8d) = G1(s1)--: Ga(sa), 


其 中 G;(s;) 2Es;^, j=1,.…,d. 

上 面 所 给 出 的 关于 随机 变量 X B BSEERUN G(s) 的 定义 中 , 假定 了 X 只 在 
集合 {0, 1,2,…} 中 取 值 , 其 值 非 负 . 为 了 满足 不 同 的 需求 , 可 将 这 一 概念 推广 
到 x 径 可 取 非 负 整 数值 , 又 可 取 负 整数 值 的 情形 , 亦 即 有 P{X = k} = pk, 其 
中 大 = 0, 土 1, 圭 2,…, 且 px — 1. 


k—-—oo 
对 于 这 样 的 随机 变量 X, 其 母 函 数 G(s) 的 定义 为 (类 似 的 情形 = 0,1,---) 


G(s) = Es* = >》 pxs* 
天 一 一 co 
(其 中 s 使 得 E|sX | < oo). 
此 类 随机 变量 的 典型 例子 是 : X = X1 — X3, 其 中 随机 变量 Xi 与 X, 均 在 
集合 {0,1,2,…} 中 取 值 , 分 别 有 上 自己 的 母 沽 数 Gx,(s) 与 Gx,(s). 
若 Xi 与 X2 相互 独立 , 则 有 


Gx(s) = Gx, (s)Gx, (i) | 


特别 地 , 若 X; 服从 参数 为 A; 的 泊 松 分 布 ,i = 1,2, 则 Gx,(s) = e 0-9, 因而 
随机 变量 X = Xi 一 X2 BUBEPRPE Gx(s) 就 是 


G x (s) — e 一 (入 1 十 入 2) 二 和 13 十 和 27 3 - e Oi t9) ePi (Ec1/0). 


其 中 t= 5M/A. 
由 分 析 数 学 知道 , 对 z e R, 有 


er(t+1/t) = 3 t* I (22), 
k-—-—oo 
其 中 六 (2z) 是 大 BESS— ASTE TER DL 2EZR eRAC (例如 , 参阅 [79] 第 5 3$, p820 ~ 
825): 


T2?" 


rk mu TT 
下 (2z) — x 2 HT) k = 0, 士 1, 士 2， 














: 320 - 本 录 


( 换 名 话说, 对 于 每 个 x € 有, 序列 { 天 (2z)j-o4… 的 母 函数 由 ezrtt+Lb 的 公 
式 给 出 .) 
这 样 一 来 , 随机 变量 X = X, — Xz 的 概率 分 布 就 由 如 下 的 公式 给 出 : 


k/2 
P{X LI k} 三 三 e 一 (Al 十 A2j (x) I,(2 À1A2), 


其 中 上 = 0, 圭 1, 十 2,…. 
关于 与 母 函 数 有 关 的 其 他 的 计算 的 例子 可 以 参阅 , 例如 , 第 二 章 第 6 节 第 
28 题 , 第 32 题 , 第 8 节 第 22 题 , 第 七 章 第 2 节 第 18 题 , 第 八 章 第 8 节 第 19 题 . 


正如 前 面 所 指出 的 , 母 函 数 在 数学 的 许多 分 支 中 都 起 着 重要 的 作用 , 特别 地 , 在 
离散 数学 与 组 合 论 中 亦 是 如 此 . 

从 本 质 上 说 , 解决 组 合 问题 的 代数 方法 的 基础 就 是 母 渍 数 ， 而 这 恰恰 形成 
了 组 合 学 中 的 一 个 方向 , 即 所 谓 的 代数 组 合 学 . 

简单 说 来 , 事情 是 这 样 的 , 许多 组 合 运算 和 组 合 解释 都 能 够 与 一 定 的 代数 
运算 和 代数 解释 挂 上 钩 . 

我 们 以 彩票 为 例 , 看 看 如 何 可 以 利用 母 涪 数 的 代数 性 质 来 解决 组 合计 数 问 
题 . 假定 这 些 彩 票 具 有 自 000000 至 999999 这 样 一 些 6 位 数 号 码 . 要 求 求 出 被 人 
随机 购买 的 一 张 彩票 的 号 码 的 前 3 位 数字 之 和 与 后 3 位 数字 之 和 相等 的 概率 . 
显然 , 这 里 对 有 利 样本 点 个 数 的 计算 是 一 个 纯粹 的 组 合计 数 问 题 . 例如 , 可 以 通 
过 枚 举 的 办 法 来 计数 . 然而 , (正如 我 们 后 面 将 会 看 见 的 ,) 该 数目 为 55252@, 对 
于 手 算 , 而 不 是 用 计算 机 来 算 , 其 难度 可 想 而 知 . 

在 这 个 涉及 6 位 数 票 号 的 问题 中 , 如 同 在 类 似 的 2n 个 数码 问题 中 一 样 , 用 
母 盘 数 办 法 可 以 很 快 地 求 得 答案 . 设 OX = (Xi,… ,X6) 为 6 维 随机 向 量 , 其 各 
个 分 量 相互 独立 , 均 有 p, = P(X; — k 2 1/10, KP k —0,1,--. ,9. 


g10 


: 1 PS 
G x. = enr 1 — 93 一 em 
x) 2 nes jg teme Mo 
由 独立 性 可 得 
| 1— 8519 4? 
G xi x54 x3 (8) = Gx (s)G x; (s)Gxs(s) = aos) 


— 8 
而 Gx, xs xs(s) JhIBIEEARIUE. 
现在 考察 随机 变量 Y = (Xi + Xa -- Xa) — (X4 -- Xs 4- Xo). 
由 独立 性 立 知 


1 1 1 /1— soN® 
Gy(s) G xi XatXa(sS)G X4 Xs+ Xe (i) H 106 $27 ( l-s ) ] 





中 原 书 此 处 写 为 55250, 与 下 面 的 计算 结果 不 符 一 一 译 者 注 . 
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如 所 周知 , TE BER 
Gy(s) = 1 qxs* 
k 


中 , (s? 的 ) 系数 go 就 是 概率 P{Y = 0), 而 它 正 是 我 们 所 感 兴趣 的 “ 彩票 号 码 
的 前 3 位 数字 之 和 与 后 3 位 数字 之 和 相等 ” 的 概率 . 

分 别 将 (1—519)9, (1 一 s) 5 和 -条 (1527) 展 为 (关于 s*, k—0,321,42,.-- 
的 ) 震级 数 , (经 过 简单 的 但 却 足 够 烦 杂 的 “组 合 数 ”运算 ,) 即 可 求 得 

55252 
0 "108 

( 亦 可 参阅 第 二 章 第 6 市 第 79 题 .) 

通常 情形 下 , 任意 一 个 数列 a = (an)n>o 的 母 函 数 是 指 形 如 下 式 的 (形式 ) 
医 级 数 





一 0.055252. 


Gou(z) 一 ao 十 aiz 十 az2Z2 4- --- , rc. 


若 该 级 数 有 非 0 的 收敛 半径 , 则 它 事实 上 定义 了 一 个 函数 , 它 的 性 质 可 以 反 
映 出 数列 a = (an)jn>o 的 许多 性 质 . 关于 此 类 级 数 的 收敛 半径 问题 通常 会 引起 关 
UE, 然而 在 关于 母 函 数 的 广义 理论 中 , 却 认为 形式 级 数 G(x) 是 数列 a = (an)n>o 
的 一 种 通过 双方 对 应 

(an) €  Ga(z) 
建立 起 来 的 形式 独特 的 “重新 编码 ”. 根据 这 种 理解 , 那么 如 果 (b,) 一 Gy (az), 而 
c 为 常数 , 则 有 
(a, 二 cb €  Ga(x) + eGi(z). 

Xy * o ”的 最 重要 的 性 质 之 一 是 


(> wtb) e  G.(x)Gy(z), 
i—0 n20 
这 表明 , 数列 a = (aujn>o 5j b = (b.)auso BUAEROSE SEE BE SSRUMISIETA. 不 难 
看 出 , 所 引入 的 形式 运算 ( 相 加 , 乘 以 常数 , 形式 级 数 的 相 乘 ) 都 具有 交换 律 , 结 
合 律 和 分 配 律 , 一 言 以 蔽 之 , 形式 级 数 具 有 代数 结构 . (更 详细 的 , 可 参阅 [61], 
[122], [103], [104].) 

与 根据 数列 a = (an)n>o TAXRESURC Ga (x) 相对 应 , 有 时 建立 所 谓 的 指数 
母 函数 则 更 为 有 益 : . 

E(x) = >》 Qs. 


nzÜ 


(此 处 仍 将 其 理解 为 形式 客 级 数 .) 如 同 母 陪 数 一 样 , 亦 存 在 如 下 的 一 一 对 应 关 
系 : 


(an) © — Ea(x) 














. 822 - Hx 


并 具有 性 质 : 
(an cb.) e a(x)(cE (x)), 


(> 2) e — Ej(x)Ey(x). 


t—Ü n20 


看 几 个 例子 . 如 果 数 列 a = (au)n>o 为 an = 1, n 2 0, 则 其 母 函数 形 如 
G.(z) = V a^ (- 一 一， lz| « !) | 


n-—Ü 


且 有 
[Ge(z) = > X | = > CN tn， 


n-—Ü n=0 
该 式 可 按 下 法 得 到 . 
观察 (1 十 z 22 o )N. 我 们 可 有 几 种 办 法 得 到 zn 的 系数 ? S 


(c r-zi*-X)5-(ü-ezeime)0-c0rexme)eeüucrexrbEee). 


AUR JU E) 58 — 1 d LR, c, 从 第 二 个 括 弧 中 取出 x02, , 从 第 NN 个 
J& JE FREU xz?**, 则 应 当 有 znaznz .Znn — x7, 满足 关系 式 mn 十 no 十 .十 mw = 
n 的 非 负 整数 组 (nmi,mn2,… ny) 的 数目 等 于 该 方程 的 非 负 整数 解 的 数目 , 即 为 
Cm ,N_i1( 参 阅 第 一 章 第 1 节 第 6 题 ). 如 此 一 来 , 即 知 数列 (C% ,,，_1),>o 的 母 函 
数 是 (1 一 xz)-N, |z| « 1. 
由 此 可 知 - 
bp 
n—Ü 


数列 (C%)n>o( 当 m > N Bf, C% = 0) 的 母 函 数 是 (1 2): 


N 
(142) = M Cuz". 
n-—Ü 
(可 采用 上 面 证 明 (C, ,)uso 的 母 函数 的 类 似 办 法 证 明 这 一 结论 .) 
考察 表达 式 
(14- z)N (1-5 z)M =(1+2Z)>+M， 


将 其 两 端 按 c BUIDEOROT, 再 令 两 端 z* 的 系数 相等 , 容易 得 到 


N 
> ， CN Cy, ? 2 CN LM: 


j=0 
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(该 等 式 以 “ 范 德 蒙 德 卷 积 * 的 名 字 著 称 , 或 称 为 超 几 何等 式 ; 亦 可 参阅 第 一 章 第 
2 节 第 2 BL) 所 采用 的 证 明 方法 很 好 地 展示 了 母 函 数 方法 可 以 用 来 建立 各 式 各 
样 的 组 合 关系 式 . 
在 关于 “ 母 函数 ” 这 部 分 内 容 的 末尾 , 我 们 回 过 来 观察 前 面 提 到 过 的 二 阶 斯 
特 林 数 5% E UU By. 我 们 记得 , 二 阶 斯 特 林 数 S7. 是 将 元 集合 A 划分 
N 
为 个 两 两 不 交 的 非 空 集合 的 所 有 可 能 的 分 割 9 的 数目 . 贝尔 数 Bn = 3, SR 
是 对 N 元 集合 4 所 可 能 作 的 所 有 不 同 的 分 割 的 数目 
在 第 1 节 “ 组 合 论 基础 ”中 , 曾 引 人 公式 nN = -X Sk (ny, 并 给 出 了 它 的 


组 合 学 证 明 . (我 们 记得 , St, = SN = 1, 5% — 0, 目 对 n>N， 有 Sw = 0.) 
由 该 公式 可 以 推出 , 对 于 每 个 N > 1, 多 项 式 


Pu(z)-—r "Ds rcR 


均 以 z= 1,…. ,NN 为 根 . 又 由 于 x = 0 也 是 它 的 根 , 故 知 Pn (zx) 三 0. 如 此 一 来 ， 
对 任何 NN > 1 与 x € 及 , 就 都 有 


x 一 >》 Sy (x)a. 
知 再 认为 对 一 切 N > 1, 都 有 S5 = 0, 并 假定 S9 = 1 5j (z)o = 1, 则 可 见 


r'- Y: Sv (x). 


n-—Ü 
对 一 切 N = 0,12… SrceRJH. 
利用 这 一 公式 , 我 们 得 到 


Ezof)e- ER Ene 


其 中 最 后 一 步 用 到 泰勒 公式 (12-2)? = 35.39 £r ()a. 
比较 上 式 的 最 左 端 与 最 右 端 , 我 们 得 到 二 阶 斯 特 林 数 (8%)w>o 的 指数 型 母 
函数 : 对 一 切 n 2 0, 有 


Ys. = ~(e e? —1)" 


N20 


(S91; 对 N>1, 有 5%=0; 对 N<n, 有 5S% —0). 
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"M x 


用 类 似 的 方法 , 我 们 还 可 以 得 到 数列 (977), o 的 母 函 数 : 


N 


»» * y mp 'g" 
Syr" 一 = 
nzÜ mz0 His 


事实 上 ， 





JUI SA m x n — 1H], I 再 利用 等 式 mN = = )n, 得 


ez > ， Sur" = >», Sn rner 一 3.5x (ze) 


n0 nz nzÜ mm 之 0 


gn - m^ ym 
-$iuli2558« | = 55 —1 


m zÜ0 nz m zÜ 





这 就 是 所 要 证 明 的 . 
T r-l 则 可 得 到 关于 贝尔 数 的 多 宾 斯 基 公 式 : 
m 
BN -gl >》 a 


在 前 面 定义 二 阶 斯 特 林 数 5% 时 , 我 们 是 从 其 组 合意 义 出 发 的 , 即 把 它 视 为 
将 N 元 集合 A 划分 为 n de 9 的 数目 . 
然后 再 证 明 对 一 切 N > 0, 都 有 z" «Y S5 (zw 


一 阶 斯 特 林 数 (s%)o<n<N B 可 以 按照 下 式 代数 地 定义 : 


N 


(Z)N = 》 | sy z^. («) 


es 
这 些 数 的 组 合意 义 如 下 : 设 (mss ,nw) 是 正 整 数 (1,.… LN) 的 任意 一 个 
排列 . 以 cy 表示 其 中 有 n 个 “轮换” 的 排列 个 数 . (如 , 在 排列 ; : 1 ; . 
中 有 两 个 “轮换 ".) 可 以 证 明 如 下 的 递 推 关系 式 : 
| Cx mc -(N- 1) 4 


(其 中 eg = 1), 从 中 可 以 推出 


N 
eus" — (zl) (24 N-—1) 


n-—Ü 
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将 这 个 关于 数 cx,ch,…… el 的 母 函数 与 上 面 的 关于 一 阶 斯 特 林 数 sl sk，… 
sN 的 母 函 数 (*) 相对 照 , 可 知 


3 


cy - (-1) 7^8. 
如 此 一 来 , 除了 符号 之 外 , 一 阶 斯 特 林 数 就 重合 于 正 整数 (1,… 
个 “轮换 ”的 排列 的 个 数 


XX 为 在 集合 N = {0,1,2,…} 中 取 值 的 离散 随机 变量 , 则 其 母 函 数 曾 定 
义 为 G(s) = Es*, |s| « 1. 现在 记 p, = P(X — k), 我 们 发 现 , SEU 


G(s) = 》 pksk 
k=0 


,N) 的 恰 含 有 m 


就 是 数列 (Dk)k20 的 母 函 数 . 
与 此 相关 联 的 概念 是 矩 母 函数 (参阅 第 二 章 第 6 节 第 32 Ri) 


M(s) = Ee*X 


(数学 期 望 BesX 显然 是 确定 的 与 有 限 的 , 如 果 , 例如 , -1 < s < 0). SBDUAHBJAB 
m0) — EX*, k 2 1 都 有 限时 , 由 M(s) 的 定义 可 知 , (形式 ) 级 数 


OD k 

$ 

M(s) 2 5 m? k! 
k=0 


是 数列 (m(9),,o 的 指数 型 母 函 数 .概率 论 中 , 在 考察 矩 m( = EX* 的 同时 ， 
也 往往 考察 阶乘 抵 
(m) = E(X), = EX(X —1)---(X — k^ 1) 


E34 








E | (m)k 
LU EE PED T 


(二 项 矩 名 称 的 来 源 是 : 由 于 Ch = UD, BID) b, = EC 是 二 项 式 系 数 的 期 
8. 
与 阶乘 矩 数列 ((m))kso 相对 应 的 指数 型 母 函 数 为 
E 
(M)(s) = m5; 
k-0 ' 


与 (bay)kso 相对 应 的 母 函 数 为 


B(s) — >》 bas. 
k=0 
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显然 及 
M(s) = G(e’), (M)(s)= B(s) = M(s-- 1). 
了 解 下 述 事实 是 有 益 的 : 利用 前 面 介 绍 过 的 公式 


N N 
z= > Sw(z)n, (ZJ)N = >》 she" 
n-—Ü n-—Ü 
其 中 5% 与 s% 分 别 为 二 阶 斯 特 林 数 与 一 阶 斯 特 林 数 , 可 以 推出 联系 矩 mtm = 
EX" 与 阶乘 矩 (m), = E(X)4, n 2 0 的 关系 式 : 


N N 
m) 一 > SR(ms, (mn — > syn? 
n--Ü n-—0 


应 当 指 出 , 数学 分 析 中 广 为 了 解 的 许多 数 (诸如 , 伯 努 利 数 、 欧 拉 数 , 等 等 ) 与 许 
多 多 项 式 ( 伯 努 利多 项 式 、 欧 拉 多 项 式 、 埃 尔 米 特 多 项 式 、 阿 贝尔 多 项 式 , 等 等 ) 
都 是 通过 母 也 数 来 定义 的 . 

(a) 伯 努 利 数 bo,b1, 52,-…… 与 伯 努 利多 项 式 Bo(z), Bi(z), B2(z),--- 是 通过 
(它们 自己 的 ) 指数 型 母 函 数 来 定义 的 : 


8 Y^ g" - se?* - B.( sr 
e8—1 uS es EN n (2) 
n—Ü0 n—0 


(一 些 特殊 的 值 为 : bo = 1,b = —l, b = Lb = cab 一 = bs = 一 过 与 
Bo(z) = 1,Bi(z) = x — 1, Bo(z) = z? — z - $, Ba(7) = 23 — 3a? + io, 例如 ,可 
参阅 28). 除了 = 一 3 外， 其 余 脚 标 为 奇数 的 伯 努 利 数 都 是 0. 关于 它们 的 一 
些 其 他 性 原 开 烈 于 下 : 

(i) bx = 32 Chou a, N = 2,3,..- 

(i) 所 有 均 为 有 理 数 . 

(iii) BN(0) = by, Bu(1) ^ (-1)"bu, N 2 0. 

v) Bu(z) = 2 Ckb.a  ", N 21. 

(v) Bu = NBya(z), N21. 

(b) 欧 拉 数 e9,6e1,62,-.- 与 欧 拉 多 项 式 Eo(z), E1(z), Ez (z),--.- 是 通过 ( 它 
们 自己 的 ) 指数 型 母 函数 来 定义 的 : 








2e* - s" 2e?* ad s" 
-一 一 一 -一 一 uoE — ————— Lm E, du] 
e2s -- 1 2 n! x) e$ --1 2. i) 


四 原 书写 为 ; (M)(s) = B(s) = G(s 十 1) — 译 者 注 . 
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NE = 二， 所 以 可 以 说 , 欧 拉 数 eo, 61,62, -- BU TEDBCME BE PEPBOSUR: PER 
TX 

由 定义 可 知 : 

(i) Ne )，N > 0. 

N-—n 

(i) 五 w(z) = YO E x (z -3) ,N20. 

(ii) E (x) = "NEN Ns N 2 1. 

(iv) 脚 标 为 奇数 的 欧 拉 数 都 是 0, 脚 标 为 偶数 的 欧 拉 数 都 是 整数 . 

一 些 特 殊 的 欧 拉 数 为 : eo = les = —1,e4 = 5,e6 — -6l,es = 1385; 参阅 
[28]. 

(c) 埃 尔 米 特 多 项 式 的 引信 方式 在 分 析 中 与 在 概率 论 中 多 少 有 些 不 同 . 

在 分 析 中 , 埃 尔 米 特 多 项 式 Ha(z), n 2 0, 是 按照 通常 的 方式 , 由 公式 定义 





" D"j(z) 
本 = (CD S 
其 中 y(x)- A. 相应 的 指数 型 母 函 数 (s € R, ze R) 具有 简 清 的 表达 式 : 
3807; e28t— s? 
在 概率 论 中 , 一 般 采 用 如 下 的 (多少 有 些 不 同 的 ) 埃 尔 米 特 多 项 式 
apg) 
He (zx) = (—1) J > 0， 
其 中 (x) = Ae 2 即 标准 正 态 分 布 W (0, 1) 的 密度 函数 . (请 注意 , 在 第 二 


章 第 11 节 中 ， edt He,(z) 写 为 H,(x).) 
与 多 项 式 He,(x), n > 0, 相应 的 指数 型 母 函数 (s € R, x € R) 具有 如 下 形 


x: - 
2 Hes (n); — e2sz-s /2. 
不 难看 出 
He,(z) 22 /再 (2-272z)， 
一 些 特殊 的 值 为 
Ho(z) —l, Heo(x) EE. 
Hi(x) = 2x Hei (x) = z, 
( 


He» (zx) 一 qz? = E; 
Hes(z) = z? — 3z. 
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由 于 布朗 运动 B = (Bi):>o, 在 随机 过 程 论 中 经 常 使 用 如 下 形式 的 埃 尔 米 特 
多 项 式 Hen (7x,t), n > 0, r€R,tc R,, 它们 是 通过 指数 型 母 函数 (s € R) 来 
定义 的 : 、 
x: He, (z, 2— 一 ghes- t 
n-Ü . 
(往往 将 He, (z, £) 写 为 Ha (z,t)). 引入 这 些 对 象 的 原因 是 : 它们 具有 某 些 有 趣 
的 性 质 , 例如 , 对 于 (标准 ) 布衣 运动 B = (Bi)iso, 如 下 二 过 程 


2 
(He, (B,, t))t0, n 2 0 与 (eno) 之 各 
t2 


都 是 著 CET ra Ba ali n 92$ T ). 
(d) 设 X 为 随机 变量 , 其 矩 母 函 数 


G(s) = Ee** 


对 |s| < 入 有 限 , 其 中 和 为 某 个 正 数 . 
引入 函数 

A(s,r) = Gs) rER, |s|«A. 

(在 保险 与 金融 数学 中 , 函数 x ~ Ls 称 为 埃 绍 尔 变换 , 参阅 第 七 章 第 11 节 .) 
根据 函数 4(s,z) 可 以 通过 如 下 的 展开 式 来 定义 阿 员 尔 多 项 式 ( 亦 称 为 谢 

TUR (Sheffer) 多 项 式 ) Qo(z), Q1(7), Q»(x), UE Ps 





oo gk 
Al(s, x) = p» Qx(z) ET 
k=0 : 


换言之 ,4(s,z) = gx 就 是 多 项 式 序列 (Qk(z))k>o 的 母 函数 . 
7X 为 服从 区 间 [0,1] 上 均匀 分 布 的 随机 变量 , 则 其 矩 母 函数 为 


es 一 上 


G(s) = Ee** = 


此 时 


es—1 
因而 , 相应 的 阿 贝尔 多 项 式 Qu (x) 不 是 别 的 , 恰恰 就 是 伯 努 利多 项 式 By (2). 

若 X 为 伯 努 利 随 机 变量 , 有 P(X = 1} = P(X = -1) = 1/2, 则 其 矩 母 函 
数 为 


A(s,x) = 











G(s) = Ee*X — - 
此 时 - 
A(s.2) = a LT 
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因而 , 相应 的 阿 忠 尔 多 项 式 就 是 埃 尔 米 特 多 项 式 . 
车 为 服从 标准 正 态 分 布 N (0,1) 的 随机 变量 , 则 其 矩 母 函 数 为 
G(s) = es /2. 


此 时 


A(s, rz) = esz 一 ? /2， 


因而 , 相应 的 阿 页 尔 多 项 式 Qk(z) 重合 于 埃 尔 米 特 多 项 式 Hey (x). 
以 Ki k2,…… 表示 随机 变量 X 的 半 不 变量 . 则 可 证 明 ， 


一 (c 一 K1)^ 一 K2, 


= (7 — k1)’” — 3k2(7 — K1) — Ka. 


NE X —N (0,1) 时 ,有 ki — 0, Ka — 1, pa=Am=…=0, 因 而 就 有 


我 们 指出 , 为 了 能 唯一 确定 多 项 式 Qk(z), k = 1,… ,n, 事实 上 只 需要 
E|X|* < oo. 此 时 有 如 下 的 关系 式 (所 谓 的 阿 贝尔 式 ) 成 立 (Qo(x) = 1): 


Qi(r)-kQi (xr) l&ksnm. 


。 非 负 随 机 变量 X 关于 子 o- 代 数 cx 的 条 件数 学 期 望 是 非 负 随机 变量 (一 般 
来 说 , 是 取信 于 OR 的 广义 随机 变量 ) E(X|9) = E(X|)(w), 有 
1) E(X |4) 是 9 可 测 的 ; 
2) 对 任何 A c €, 都 有 


E[X I4] = E[E(X | 4)14]. 
对 于 任意 随机 变量 X (= X* — X), i P-as. 地 有 


min [E(X* |d)(w), E(X 19)(w)] < oo, 
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附 录 


则 认为 X 关于 子 o- 代 数 wc. 的 条 件数 学 期 望 是 确定 的 , 并 且 
E(X |$)(w) = E(X* |$)(w) - E(X^ |*)(»). 


当 X(w) = Ia(w), 即 为 某 个 集合 A € 多 的 示 性 函数 时 , 将 条 件数 学 期 望 
BU419) = E(I4|)(») 号 为 P(419) 或 P(A419)(w), 称 其 为 事件 A 关于 子 
o- 代 数 9 Cc 多 的 条 件 概率 . 

ADR dw 是 某 个 随机 元 Y = Y(w) 所 生成 的 c- 代 数 (为 直观 起 见 , 通常 将 该 
0o- 代 数 记 为 Vy. 或 c(Y)), 则 相应 的 E(X|*y) 5 P(A| Sy) 则 简 记 为 E(X |Y) 
£5 P(A|Y), 并 分 别称 之 为 x XT Y 的 条 件数 学 期 望 与 事件 4 XT Y 的 条 件 
概率 . (参阅 第 二 章 第 7 节 .) 


同 数学 分 析 中 一 样 , 概率 论 中 考察 随机 变量 的 各 种 不 同形 式 的 收敛 性 ( 依 概率 
收敛 : X, X; 几乎 必然 收敛 或 几乎 处 处 收 伍 : X X. (P-as.); 依 分 布 收敛 ; 
X, 5 x ( 也 可 表示 为 X 名 x, Law (X4) 一 Law (X), Law (X4) 一 Law (.X)); 
p Ér (p > 0) 平均 收敛 : X, I5 x; YEXSUMSIC Xn(w) — X(v), we 0, n2 1. € 
阅 第 二 章 第 10 5.) 


除了 随机 变量 自身 的 各 种 收敛 性 之 外 ,概率 论 中 还 特别 关注 概率 测度 ,概率 分 
布 以 及 它们 的 特征 的 收敛 性 . 

最 重要 的 一 种 收敛 形式 是 : 在 某 个 可 测 空间 (值得 提 及 的 是 空间 有"，Ree C 
与 D) 上 给 出 的 概率 测度 P, n> 1, 弱 收 敛 到 测度 P: 已 P. 

如 下 的 各 种 结果 , 诸如 大 数 律 , 中 心 极 限定 理 , 泊 松 定理 , 收敛 到 无 穷 可 分 
分 布 等 等 都 是 关于 概率 测度 弱 收 化 的 结论 中 的 典型 例子 ， (参阅 第 三 章 .) 
概率 论 中 的 许多 研究 都 涉及 “概率 为 1 地 成 立 ” 或 “几乎 必然 地 成 立 ” 的 性 质 . 
例如 ,“0-1 律 ”, 级 数 的 几乎 必然 收敛 , 强大 数 律 , 重 对 数 律 (参阅 第 四 章 ). 在 对 
它们 的 研究 中 , 博 雪 尔 - 次 泰利 引 理 起 着 重要 的 作用 ; 

设 41, Ao, 为 一 序列 事件 (集合 ), (A. i.0.} (= Tim As = [| U Ai) 是 
那些 在 序列 41, 42,…. 中 无 限 多 次 (infinitely often) 出 现 的 w en 集合 . 则 

(a) E > P(As) < oo, 则 概率 PLA, 1.0.) — 0. 


(b) 车 5: P(A,) = oo, 且 事件 Ai, As, 相互 独立 , 则 概率 P CA, Lo.) 一 1 


(狭义 ) 平稳 随机 序列 


在 概率 空间 (Q, 多 , P) 上 给 出 的 随机 变量 序列 X = (X1, Xo, ) 称 为 狭义 平稳 
的 ( 严 平 稳 的 ), 如 果 其 分 布 律 Law (X)( 换 言 之 , 分 布 Px) 对 每 个 大 > 1, 都 重合 
于 “ 移 步 ”序列 OLX = (Xk41, 六 p42，… ) 的 分 布 律 Law (0, X ). 
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依 助 于 动力 系统 理论 中 的 概念 ,思想 和 方法 ,容易 进行 这 类 序列 的 性 质 研 
究 ( 见 《概率 》 第 二 卷 第 五 章 ). 


。 该 理论 的 核心 研究 内 容 是 保 测 的 可 测 映射 . 
BEREIT: 9 一 0 称 为 可 测 的 , 如 果 对 一 切 A € 多 , 都 有 集合 T-I4 = (uw: 
T(w) € A) € 多 . 这 样 的 映射 称 为 保 测 的 , 如 果 对 一 切 A € 有 多 , 都 有 


P(T-!A) = P(A). 


“狭义 平稳 序列 ”与 “ 保 测 变换 ”之 间 的 联系 清楚 地 表现 如 下 : 

设 工 为 某 个 保 测 映射 , 而 XX = Xi(w) 为 随机 变量 . X,(w) = X1(T"-1u), 
HB oT" 是 的 nn 一 1 重 晨 . 则 序列 X = (Xi,X2,…) 是 狭义 平稳 的 ( 严 平 
稳 的 ). 

逆 过 来 的 命题 也 在 一 定 的 意义 下 成 立 : 对 于 每 个 狭义 平稳 的 序列 X = (X5, 
X2,…), 都 可 以 构造 一 个 新 的 概率 空间 (0, 多 , P), 一 个 保持 测度 P 不 变 的 
(Xi (w), 区 (Tuw)…) 的 分 布 律 Law (X) 重合 于 Law (X). 

第 五 章 中 关于 这 类 性 质 研 究 的 基本 结果 有 : 自 返 性 (“ 庞 加 莱 自 返 性 定理 ”)， 
遍历 性 , 混合 性 等 . 核心 结论 是 伯 克 霍 夫 - 辛 钦 遍 历 性 定理 , 其 (既是 关于 保 测 映 
射 的 , 又 是 关于 狭义 平稳 序列 的 ) 形式 之 一 可 陈述 如 下 : | 

(a) i 了 为 保 测 遍历 变换 ,上 = 上 (w) 为 随机 变量 , 有 Ej£| < oo, 则 


lim = > £(T^u) = Et (P-a.s.): 
k=0 
(b) r X — (Xi1,X2,…) 是 狭义 平稳 的 遍历 序列 , 有 E[X1| < oo, 则 


n-—l 
. 1l 
lim " 2, so) 一 EXi;. 


85. (广义 ) 平稳 随机 序列 


无 论 是 从 理论 的 观点 , 还 是 从 应 用 的 观点 , 在 研究 这 样 一 些 序列 x 时 , 作 如 下 的 
假定 都 是 合理 的 与 方便 的 : 首先 假定 它们 对 一 切 ne€ Z = {0, 土 1, 土 2,…} 都 有 定义 ; 
其 次 假定 序列 中 的 各 项 都 取 复 数值 . 换言之 , 假定 X = (… Xu Xo X1,…), 其 中 
Xn 都 是 复 值 (= a, 十 记 %), 并 且 对 一 切 n € Z, 都 有 E[X.|? < oo; 见 第 六 章 第 1 节 . 

关于 “广义 平稳 ”概念 的 基本 假定 是 : 对 一 切 n,m c Z, 都 有 EX, = EX, 与 
COV (X4, Xm) = cov (X4, Xo). 

不 失 一 般 性 ， 可 设 EXo = 0, 从 而 cov(X,, Xo) = EX4Xo. BE R(n) = 
EX, Xo, n € Z, 称 为 协 方差 函数 . 
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。 如 下 两 个 结果 QMRiBK (Herglotz) 定理 与 关于 序列 X 的 谱 表 示 定 理 ) 表明 ， 
在 一 定 的 意义 下 , 广义 平稳 序列 可 以 视 为 在 对 具有 随机 振幅 的 调和 分 量 求 和 的 
过 程 中 所 产生 的 随机 对 象 ( 带 有 相应 的 极限 过 程 , 充满 谱 频率 的 所 有 可 能 值 的 
区 域 ). 

第 一 个 重要 结果 是 (第 六 章 第 171): 任何 协 方差 肾 数 R(n), n e Z 都 具有 
谱 表示 : 
R(n) — | e? F(d), 


其 中 F-F(B) Be Z([r, 7)) 是 某 个 ( 实 值 ) 有 限 测度 , 而 积分 理解 为 勒 贝 格 
- 斯 蒂 尔 切 斯 积分 . 第 二 个 重要 结果 (第 六 章 第 3 节 ) 给 出 了 序列 X = (Xn)nez 
自身 的 谱 表 示 : 对 任何 ne Z, 都 (P-a.s.) 有 


x,- | e*^^ Z (dA), 


其 中 2 = 2Z( 人 A), A € Z([n, 7)) 是 正 交 ( 复 值 ) 随机 测度 , 具有 性 质 : EZ(A) = 
0, EIZ(A)? = F(A). (请 记 住 我 们 的 约定 : BXo = 0.) 
BEBE 已 = F(dA) 与 谱 密 度 f = fO) (F(B) = [ff(NadX, B € Z([m, 7))), 


如 果 它 们 存在 , 则 在 对 所 考察 的 过 程 x 的 相关 谱 分 析 中 起 着 重要 的 作用 ,它们 
给 出 了 关于 频率 与 强度 的 完全 确定 的 表示 ， 即 关于 协 方差 函数 的 “ 谱 成 分 ”的 
3x 

由 性 质 EIZ(A)? = F(A) 可 以 明白 谱 函 数 在 “ 谱 随 机 分 量 ” 的 表述 中 所 起 
的 作用 , 整体 给 出 了 Xn = [7 e?"Z(dA), n € Z. 


。 谱 特征 值 的 这 些 性 质 及 其 直观 性 解释 了 在 关于 平稳 序列 (以 及 连续 时 间 场 合 下 
的 平稳 随机 过 程 ) 的 统计 学 中 对 它们 所 表现 出 的 兴趣 , 因为 统计 学 就 是 根据 试 
验 数据 构造 概率 - 统计 模型 , 运用 这 些 模型 去 构造 关于 协 方差 函数 , 谱 密度 以 及 
它们 的 特征 值 的 “好 的 ”估计 量 的 (第 六 章 第 4 节 ). 

还 应 指出 , 正 是 在 所 考察 的 “广义 平稳 ”的 框架 内 , ( 柯 尔 莫 戈 洛 夫 , 维 纳 ) 
获得 了 关于 随机 序列 与 过 程 的 过 滤 结 构 , 外 推 和 内 插 方面 的 周知 的 结果 (第 六 
OS 6 节 ). 


86. 8 


在 蒜 论 的 建立 过 程 中 , 对 概率 空间 (0, 多, P) 富有 成 效 地 补充 了 它 的 结构 , 即 在 
其 中 引入 了 co- 代数 ( 滤 子 ) 流 ( 多")n>o, 其 直观 意义 是 , .多 是 到 时 刻 n 为止 (包括 
时 刻 n) 所 观察 到 的 “信息 ”. 这 样 的 结构 (0, 多，( 史 ,jn>o, P) 被 形象 地 称 为 滤 子 概 
率 空 间 . 在 这 样 的 概率 空间 中 , 还 引入 了 诸如 : (关于 流 (多 )*>o BJ) RETE", «nf 
预报 性 ",“ 随 机 序列 "，“ 蒜 性 ?, “马尔 可 夫 时 ”,“ 停 时 "”, 等 等 概念 . 
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e 与 流 (2,.)42o0 相对 应 的 序列 X = (X«)a2o, 亦 即 对 每 个 n, X, 是 2, 可 测 
的 , FOX, 如 果 E[X,| < oo, n 2 0, H. E(X41.2,1) = Xn_1. 当 最 后 一 个 
等 式 中 的 等 号 换 为 E(Xn | 多 n_1) 2 Xn_i 或 也 (Xn|9 1) € Xn_1 时 , 序列 
X = (Xn)nzo 相应 地 称 为 半 装 Sk E 3À. 


e 在 涉及 到 一 大 批 贷 有 兴趣 的 随机 序列 类 (例如 , 可 参阅 第 七 章 第 1 节 ) 的 过 程 
rh, 讨论 以 其 丰富 的 成 果 而 显得 非常 富足 , 在 概率 论 , 数理 统计 及 其 应 用 的 数量 
众多 的 各 个 分 支 之 中 找到 了 广泛 的 应 用 . 

在 这 些 成 果 之 中 首当其冲 应 当 提 及 的 是 : 关于 在 时 间 的 随机 变换 之 下 著 性 
保持 不 变 的 定理 (第 2 节 ), 关于 依 概 率 1 收敛 的 定理 (第 4 节 ), 最 大 《概率 》 与 
p» 不 等 式 (第 3 15). 

在 关于 款 论 的 应 用 方面 有 第 10 ~ 13 节 中 的 材料 为 例 ， 其 中 涉及 了 诸 
如 : 保险 业 破 产 概 率 问题 、“ 随 机 金融 数学 ”、 以 及 随机 序列 的 “最 佳 停 时 ”问题 
等 等 


$7. 马尔 可 夫 链 


除了 一 系列 已 经 在 第 八 章 正文 中 出 现 过 的 关于 马尔 可 夫 链 的 重要 概念 和 符号 之 
外 , 本 节 还 将 引入 一 些 新 的 概念 与 符号 , 因为 它们 出 现在 了 一 些 新 增加 的 题目 中 ， 


e 如同 蒜 论 一 样 , 我 们 所 考察 的 取 值 于 某 个 相 空间 CE, 8) 的 (广义 ) 马尔 可 夫 链 
X = (Zn)n>o 是 定义 在 某 个 滤 子 概率 空间 (0, 多 , (2,).25o, P) 上 的 . 此 处 , 对 
每 个 n > 0, 都 假定 X, 为 /2 可 测 的 . 刻画 我 们 所 考察 的 序列 的 最 基本 的 假 
定 是 : 我 们 的 序列 具有 广义 马尔 可 夫 性 , 即 对 一 切 n 2 0 5 B € ,都 (P-as.) 
有 


P(X441 € B|-£Z)(w) = P(Xn41 € B| Xa)(w) 


(往往 将 P(X441 € B| Xo)(v) 823 P(X4431 € B| X«(w))). 

若 o- 代 数 多 = X m o (Xo, Xi, ,Xn), 则 所 考察 的 性 质 为 狭义 马尔 可 
夫 性 , 并 说 X — (Xn)nz0 是 马尔 可 夫 链 . 

若 相 空间 (E, &) 是 博 雷 尔 的 , 则 根据 第 二 章 第 7 节 定 理 5, 存在 正则 的 条 
件 分 布 已 ,(z; B), 使 得 (P-a.s. 地 ) 有 


P(X, € BIXn_1(w)) 2 P(Xn_1(w); B), Beéó, n21. 
函数 已 (z; B) 在 马尔 可 夫 理 论 中 通常 称 为 (由 1 2 的 ) 转移 函数 , 或 马 


尔 可 夫 核 . 若 函 数 P,(z; B), n 2 1, 与 n 无 关 (= P(x; B)), 则 相应 的 (广义 的 
或 狭义 的 ) 马尔 可 夫 链 称 为 齐 次 的 . 
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附 x 


除了 转移 函数 之 外 ,刻画 马尔 可 夫 链 的 另 一 个 重要 特征 是 初始 分 布 r = 
"(B), B € 6: 
7(B) 一 Pi{Xo € B). 
(m, P1, P3, --) GEZJPIXIUR, (m, P)) 完全 确定 了 马尔 可 夫 序 列 X = (Xo, Xi,---) 


的 概率 分 布 . 


在 第 八 章 关 于 马尔 可 夫 链 理论 的 论述 中 , 我 们 根据 当代 的 习惯 , 数 次 改变 观点 ， 
认为 起 始 的 对 象 不 是 (9, 多, (.Z%)w>o, P), 以 及 取 值 于 E 的 多 /8 可 测 的 随机 
变量 X, 的 序列 X = (Xo, X1,---), 其 中 (E, &) 是 相 空 间 , 而 是 由 向 8 的 
“转移 函数 ”组 (P, P5,--.), 其 中 P, = P(x; B, z€ E, Be &, fi (E, 8) 是 
某 个 给 定 的 相 空 间 ， (在 齐 次 场合 只 有 一 个 转移 苹 数 P = P(z; B).) 因此 , 成 
组 地 构造 出 (例如 , 根据 依 奥 涅 斯 库 - 图 尔 其 (Monecky Tynum) 定理 , 其 中 取 
坐标 空间 (Bee, 6%) 作为 (Q,.7)) 概率 测度 族 {P.，x € E), 标准 地 形成 给 
定 序 列 X = (Xo, Xi1,…)( 夺 w= (zo0,Xz1,…), 则 X«(w) = zn), 它 对 于 每 个 
rcE,XT Pi 为 马尔 可 夫 的 , 此 时 已 {Xo = z) — 1. R0 —a(B), Be 6, 
是 某 个 “初始 ” 分布, 则 以 P. 表示 (Bee, 8%) 上 的 按 如 下 方式 构造 的 分 布 : 
P,(A) — [P(A)r(dr), A € Eee. 
E 


XT BL 序列 X 自然 称 为 由 点 x 出 发 的 马尔 可 夫 链 ( 即 有 Xo(w) = z, 


(P,-a.s.). 关于 测度 P., 序列 X 则 称 为 依 r 为 初始 分 布 的 马尔 可 夫 链 ( 亦 即 
P,(Xy € B) ^ n(B), B € &). 


为 了 陈述 两 个 (新 的 ) 马尔 可 夫 性 质 : 广义 马尔 可 夫 性 与 严 马 尔 可 夫 性 , 有 益 的 
做 法 是 引入 移 步 算 子 6 RIBU "E" 0, 与 0. (其 中 ,7 为 马尔 可 夫 时 ). 
算 子 6: 05 Q0 称 为 移 步 算 子 , 如 果 对 每 个 w = (zo, zx1,…), 都 有 


0(w) = (z1,22,---). 


换言之 , 轨道 (xo, x1,…) 在 算 子 0 的 作用 下 ,“ 移 步 ” 为 轨道 (x1, x2,:…). (在 
第 五 章 中 , 在 讨论 狭义 平稳 序列 及 其 相应 的 动力 系统 时 , 也 曾 引 入 过 Q 到 自身 
的 映射 , 当时 是 用 了 表示 的 .) 

以 6o = 工 表示 单位 的 恒 等 的 变换 (go(w) = w), 对 n 2 1, 可 以 将 算 子 9 的 
n DOR 0, 定义 为 :名 = 064 100(— 090, 1), JRBI gu(w) = 04 1(8(0)). 

4i 为 马尔 可 夫 时 (r < oo), 则 以 6, 表示 这 样 的 算 子 : en 
OQ. = (uw: r(w) < oo) 上 ,和 且 当 7=n 时 ,有 9 = 9,, 亦 即 对 一 切 使 得 r(w) = 
的 w, 都 有 

gr(w) = On (w). 

X: H -H(w)2;. 可 测 的 函数 (例如 r = r(w), X. = 

AN EÁIC (H0 0, )(w) = H(0,(w)). 


Xm(w)), 则 用 Ho0, 
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ro 为 马尔 可 夫 时 , 则 Ho0, 仅 定 义 在 集合 Qo = (v: c(w) «oo] E, R. 
当 g(w) — n BI, 7 Ho0, — Ho6,, 亦 即 奋 we {o(w) ^ n), WW (H 08,)(v) = 
(H o84)(w) = H (04 (w)). 
由 这 些 定 义 , 可 以 特别 地 推出 
Xa 00, — Anus 
Xs 008, — Xmio 在 集合 Q。 上， 


而 若 7 c 都 是 有 限 马尔 可 夫 时 , 则 
X; o 0, 一 X ro0,o- 


与 算 子 0,: 0 一 0 相对 应 , 可 以 定义 逆 算 子 0,3 : 多 一 多 为 : 若 Ae 多， 
则 
0-1(A) = (w: 64(w) € A). 


若 将 4 取 为 集合 {w : X«(v) e B, Bee, Wàg 
0% (A) = iv: Xm+rn(w) € Bj, 


亦 即 
6, (Xn (B)) = X41, (B). 
(在 第 八 章 第 2 节 中 , 有 许多 关于 算 子 0,,0,,0.! 等 等 的 性 质 的 新 的 习题 .) 


上 面 所 引入 的 算 子 0, 可 以 用 来 证 明 (第 2 节 定 理 1) 所 谓 的 推广 的 马尔 可 夫 性 : 
若 互 = 五 (w) 为 有 界 的 (或 非 负 的 ). 多 可 测 函 数 , 则 对 任何 初始 分 布 r 与 任何 
n 2 0, 都 有 

E4(H o8, | £X )(w) = Ex,(wH (Pr-a.s.), 


Rh, EE。 表示 对 测度 r 求 均值 , 而 Ex. uH. 则 应 理解 为 先 形成 函数 W(z) = 
E,H, 再 根据 定义 , 将 Ex,(w)H 理解 为 V(X (w)). 

这 一 推广 了 的 马尔 可 夫 性 还 可 以 进一步 推广 , 包括 可 将 其 中 确定 的 时 刻 n 
换 为 有 限 的 马尔 可 夫 时 7. 确切 地 说 , 我 们 有 : 若 (五 ,)ayo 为 一 序列 有 界 的 (或 
非 负 的 ) 多 可 测 函 数 , 7 为 有 限 的 马尔 可 夫 时 , 则 由 马尔 可 夫 性 可 推出 所 谓 的 严 
马尔 可 夫 性 , 其 中 包括 : 对 每 个 初始 分 布 fr, 都 有 


Er(H; o6, | Z7 )(w) = v(r(w), X7(w) (YU)) (Pr-as.), 


其 中 , y(n, z) = EH,. 
请 注意 ， 应 当 对 万 -op 
(H, o6,)(w) = (Hy o6,)(«). 


= (及. ob-)(w) 作 这 样 的 理解 : 当 r(w) = n 时 , 有 
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e 正如 上 面 所 已 经 指出 的 , 在 现代 理论 中 , 在 某 个 相 空间 (E, 8) 中 取 值 的 齐 次 马 
尔 可 夫 链 X = (Xn)n>o 被 其 初始 分 布 0 = r(dz) 与 转移 函数 已 = P(x; B), x € 
E, B e 8, 所 完全 决定 . 在 此 , 空间 (E”, 479) 中 的 概率 分 布 P. 仅 由 转移 函数 
P = P(z; B) 决定 . | 

值得 注意 的 是 , 转移 函数 (或 称 为 马尔 可 夫 核 ) 还 是 数学 分 析 中 的 另 一 个 分 
x 一 一 所 谓 位 势 理 论 的 基础 . 因此 , 毫 不 奇怪 , 该 理论 与 齐 次 马尔 可 夫 链 有 着 
非 比 寻常 的 密切 关系 , 而 且 这 种 联系 形成 了 相互 促进 的 局 面 . 

现在 来 谈 几 个 无 论 对 于 位 势 理 论 , 还 是 对 于 马尔 可 夫 理 论 , 都 是 重要 的 与 必 
须 的 问题 . 

与 转移 函数 P = P(z; B, ze E, Be & 有 关 , 作用 在 函数 9 = g(z) 上 的 
(一 步 ) 转移 线性 算 子 为 


Pg(z) = 人 (y) P(s; dy). 


(常常 写 为 (Pg)(z).) 作为 算 子 P 的 定义 域 , 人 们 考察 了 那些 对 一 切 zx c E, 使 
得 积分 f. g(y) P(z; dy) 确定 的 8 可 测 的 函数 9 = g(x). 该 积分 对 于 非 负 函数 类 
( 记 为 &,) 或 有 界 函 数 类 ( 记 为 bé?) 是 确定 的 . 

以 工 表示 单位 ( 恒 等 ) 算 子 (1g(x) = g(x)), 我 们 来 引入 算 子 P, (n 步 转移 ): 
XI n21,4 P, — P(P, 1), 或 等 价 地 , P, = P, 1(P), 其 中 Po — nr. 

A, 对 于 一 切 使 得 积分 f, g(y) P^(z; dy) 确定 的 & 可 测 的 函数 9 = g(z), 
都 有 

Pag(x) = Ezg(Xa), 

其 中 P^ = P^(z;dy) 为 n 步 转移 概率 (人 参阅 第 八 章 第 1 节 ). 

Xi TJ (关于 流 (o sso, 其 中 X —o0(Xo Xi, , X4) 的 ) 马尔 可 夫 时 ， 
则 用 P. 表示 按 如 下 方式 作用 在 函数 g = g(z) 上 的 算 子 : 


Prg(tz) = Es[I(r < oo)g(X-)]. 
我 们 注意 到 , p 9(z) = 1, 则 
Pil(x) = Ps{7 < 00}. 
用 算 子 P, n > 0, 可 以 构造 (一 般 说 来 , 是 非 有 界 的 ) 算 子 
U-5.P,, 


nzÜ 
称 为 算 子 P。( 或 相应 的 马尔 可 夫 链 ) 的 位 势 
*r gc e. 则 
Ug= SP,g= (I-- PU)g, 


位 之 人 
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或 简单 地 写 为 
U = 1 + PU. 
PKABL Ug FRA XK g 的 位 势 . 
4i g(z) = Ip(z) 是 集合 Be 8 的 示 性 函数 , 则 


UIp(z) = 》 E.Ip(X4) = EsNB, 
nzü 

其 中 Ng 是 访问 集合 B 的 次 数 . 当 roc E 固定 时 , 函数 U(z, B) = UIp(z) 是 
在 集合 Bcé 上 的 测度 . 有 时 也 将 这 一 测度 称 为 位 势 - 测度 . 若 B = (y) 为 单 
点 集 , y c E, 则 将 函数 U (x, (y]) 记 为 G(x, y), 称 为 ( 算 子 P 或 相应 的 马尔 可 夫 
链 的 ) 格林 函数 . 格林 函数 的 直观 意义 是 清楚 的 : G(z,y) = Es Nyy 就 是 在 假设 
Xo —-z 之 下 访问 状态 y 的 平均 访问 次 数 . 

与 由 算 子 P 得 到 位 势 U 的 做 法 类 似 , 也 可 以 按 如 下 公式 由 转移 函数 (马尔 
可 夫 核 )P = P(z; B) 得 到 核 Q = Q(z; B): 

Q(x; B)= 》 P^(z; B) (= (ae(z)+PQ(zi B)). 


n20 
由 于 PaIp(z) = P^(zx; B), 故 显 然 有 Ul(z; B) = Q(z; B). 
与 算 子 下 有 关 的 还 有 一 个 重要 算 子 


L- P-I, 


其 中 , I 是 单位 (HAE) 算 子 .在 马尔 可 夫 理 论 中 , 算 子 L 称 为 (具有 转移 函 
数 P= Plz; B) 的 齐 次 马尔 可 夫 链 的 ) 生 成 算 子 . 算 子 LEX A 是 使 得 
Pg 一 g 确定 的 所 有 & 可 测 的 函数 g = g(x) 构成 的 集合 . 
若 hedé,(B n d c 可 测 的 非 负 函数 , BUELCT: RU), 则 它 的 位 势 H = Uh 
满足 关系 式 : 
H —h4- PH, 


(此 因 TU — 1-- PU). 事实 上 , Zi h e ZA, 则 五 是 泊 松 方程 
LV = 一 
(在 函数 类 Ve 2, 中 的 ) 解 . 
若 方程 V = hh + PV 还 有 解 W c4 (或 方程 LV = —h XB, SU 


W € 2X), 则 由 于 W = h-- PW z h, 故 由 归纳 法 可 知 , 对 任何 n > 1, 都 有 
W > > Pih, 从 而 就 有 W > H. 如 此 一 来 , 在 函数 类 8 | 中 , 位 势 H = Uh 就 


是 方程 组 V = h+PV 的 最 小 解 . 请 记 住 Uh(z) = Es Y. (Xy). 
k=0 
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e WE f-—f(x,zrcEIRWTSS4,,TR f 对 于 算 子 PP 是 峰 态 的 ( 或 对 于 具有 转 
EP P = P(x; B) 的 马尔 可 夫 链 是 峰 态 的 , 或 P- 峰 态 的 ), 如 果 


Pf«f 
(SE E,f(X1) « f(z), x € E). 
根据 这 一 定义 , BRE he, 的 位 势 H- Uh 是 峰 态 的 函数 . 
类 E+ 中 的 函数 f = f(x) 称 为 调和 的 (或 不 变 的 ), 如 果 
Pf=f 
( 亦 即 Ezf(X1) = f(z), x € E). 

在 位 势 理 论 (其 中 的 概念 之 一 是 峰 态 性 ) 与 概率 论 (确切 地 说 , Tut) 之 间 的 
联系 之 一 可 以 直观 地 表述 为 如 下 命题 : 如 果 X = (Xn)>o 是 马尔 可 夫 链 , 具有 初 
始 分 布 5 以 及 (Eee, 86”) 中 由 分 布 P. 生成 的 转移 函数 P = P(x; B) 的 马尔 可 
XE, 而 f = f(x) 是 巴 峰 态 的 函数 , 则 序列 Y, — f(X4), Y = (Yh, FX, Pi)ny0 
是 “ 非 负 定 上 巩 ” 序列 : 


Y, 为 27 -nfill, n20, 
E.(Y.i£2)£Y, 已 -as n20. 
如 果 还 有 EY,«0o n > 0, 那么 该 序列 就 是 (通常 意义 下 的 ) Ef. 
有 趣 的 是 , 这 样 的 “ 非 负 定 上 蒜 ” 序 列 Y 保持 了 非 负 上 吉 的 性 质 (参阅 第 
七 章 第 4 节 定 理 1): 概率 P. 为 1 地 存在 极限 lim Y, (= Y); Hz Pr{Yo < 
oo) = 1, Jl] P. (Yo, < oo) = 1. (该 结论 的 证 明 见 第 七 章 第 4 节 第 24 题 .) 
e (属于 类 £, E £6, BJ) 非 负 函数 h = h(x) 的 位 势 H(z) = Uh(a) 满足 关系 式 
H(x) = h(z) 十 PH(x), 由 此 可 以 推出 
H(zx) 2 max (h(x), PH(x)), rx €E. 
这 表明 , 函数 h(z) 的 位 势 H (x), 一 方面 控制 着 该 函数 ( 意 即 H(z) > h(x), zx € 
E), 5 —71 il, 还 是 峰 态 的 . 换 句 话说 , 函数 h(x) 的 位 势 五 (x) 是 其 峰 态 控制 函 
数 的 例子 . 在 许多 场合 下 (例如 在 考察 最 优 停 时 的 问题 中 , 参阅 第 八 章 第 9 节 )， 
存在 着 寻找 关于 8- 可 测 的 非 负 函 数 9 = g(x) 的 最 小 峰 态 控制 函数 的 问题 . 
位 势 理论 以 下 述 方式 回答 了 这 个 问题 . 
引入 算 子 Q 以 下 述 方式 作用 在 函数 g = g(z) E: 
Qg(z) = max (g(z), Pg(z)). 
PRAE g(z) 的 最 小 峰 态 控制 函数 s(z) 即 可 按照 下 述 公 式 求 出 : 


s(z) = lim Q"g(z), 
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在 此 有 
s(r)— max(g(x), Ps(Z))， xc E. 


由 这 一 等 式 , 特别 地 , 可 知 : 者 se 2, 则 


Ls(r)—-0, r€C, 

s(x) 一 g(x), re Ds, 
其 中 ， Cg = dx: s(z) > g(x)], D, = ENC,. (该 证 明 可 见 第 八 章 第 9 节 ， 在 那里 ， 
P 用 工 表示, 而 Q WIES Q.) 


位 势 理 论 对 关于 算 子 P 的 犹 利克 雷 问题 的 解 的 刻画 问题 给 予 了 极 大 的 关注 : (从 
某 个 函数 类 , 例如 , 01, 4, bé, 等 等 之 中 ) SEHEIETR PRÉC V. = V(z), x € E, 使 
得 


PV(z)+h(z), ZEC， 
V(x) = 


g(x), zc D. 


其 中 C 是 E 中 的 某 个 给 定 的 子 集 (通常 称 为 “区 域 *), D = ENC, Wü h 5j g Jh 
为 给 定 的 & np fa ps. 
大 仅 考 察 属于 9, 的 解 V, 则 所 列 的 方程 组 等 价 于 


LV (x) = —h(z), rcC, 
V (x) = g(x), zc D. 


方程 LV = —h 称 为 区 域 C 中 的 泊 松 方程 , 并 且 通 常 说 到 狄 利克 雷 问 题 , 总 是 
意味 着 , 在 区 域 C 中 求 这 个 方程 解 , 而 在 区 域 D 中 则 等 于 预先 给 定 的 函数 9. 

令 人 印象 深刻 的 是 , 所 陈述 的 ( 非 概率 的 ) 犹 利克 雷 问 题 , 在 考虑 了 具有 转 
TERRE P = P(x; B) 的 马尔 可 夫 链 , 并 根据 其 构造 出 算 子 P 之 后 , 得 以 顺利 解 
m. 

设 和 = (Xn)n>o 为 这 样 的 马尔 可 夫 链 , r(D) = inf(n 20: X, € D). (如 
同 通常 , 若 { = e, 则 7(D) = oo.) 

可 以 断言 , XE h 5 9 属于 类 6L, 则 狄 利克 雷 问 题 的 解 存 在 , 并 且 最 小 非 负 
fft Vp(z) 由 下 式 给 出 : 


rT(D)—1 
Vp(x) 一 E;[/(r(D) < oo)g (X r(D) ) 4- Ic (r)E; | >》， h( Xx | 
k=0 
(关于 这 一 结果 的 证 明 的 提示 参阅 第 八 章 第 8 节 第 11 BHL) 
我 们 指出 若干 特殊 情形 : 
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(a) 若 h= 0, 则 所 找 的 函数 V. = V (a) 在 区 域 C 中 是 调和 的 , 在 区 域 D 中 
等 于 函数 g, 故 最 小 非 负 解 Vp(zx) 由 下 式 给 出 : 
Vp(z) = Ex (r(D) < oo)g(X(p))]. 
特别 地 , 若 g(z) = 1, x € D, 则 
Vp(z) = P«ir(D) < o9). 


事实 上 ， 在 由 方程 状态 Xo = zx 出 发 的 假设 下 ， 迟 早 到 达 集 合 D 的 概率 
P.(r(D) < oo) (在 区 域 C 内 ) 是 调和 函数 . 易 知 , XP ze D, 则 P.(r(D) < 
oo) = 1, 因为 此 时 7(D) = 0. 

(b) Zi g(z) 20, zeDD, 且 hz)=1 zeC, 则 所 考察 的 方程 组 为 


V(z) = aa Z E C， 


0, zcD, 
此 时 可 得 其 最 小 非 负 解 为 
r(D)-1 E.T(D) zr€O, 
Vp(xz) = Ic(z)E, | 2, | - ls zc D. 


如 此 一 来 , 首次 到 达 集 合 D 的 时 刻 的 数学 期 望 E.T(D) 就 是 所 列 方程 组 的 最 小 
非 负 解 . 


在 描述 相 空 间 (E, &) 中 的 随机 游 动 的 马尔 可 夫 类 序列 中 , 在 


E — Zé = {0,+1,+2,...}° 


中 的 简单 对 称 随 机 游 动 , 亦 即 沿 着 整数 格子 点 Za 的 随机 游 动 , 起 着 特别 的 作用 ， 
其 中 d = 1,2,…( 人 参阅 第 八 章 第 8 节 ). 这 种 (在 “整个 ” 空间 E = Z4 中 的 ) 随 
机 游 动 X = (Xn)n>o 可 以 构造 性 地 给 出 , 令 


Xy 一 2 十 人 1 十 十 6 
其 中 , 在 某 个 概率 空间 (0,2, P) 上 给 出 的 d 维 随机 向 量 65, 65,--- 是 独立 同 分 
布 的 , 有 
P{&éti =e} — (2d) 7! 
(其 中 e = (ei,-.- ,ea) 是 空间 R? 中 的 标准 基 单 位 向 量 , 亦 即 e; = 0, -1 或 1, 且 


llell = lex] t leal = 1). 这 种 始 于 点 z € Z4 的 随机 游 动 X = (X。)n>o 的 特 
征 是 , 游 动 的 “质点 ” 自 每 个 状态 均等 概率 地 转移 到 2d 个 最 近邻 的 整 点 之 上 . 
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此 时 相应 的 算 子 P 的 构造 非常 简单 
Pf(z) -E-/(x&) 2; Y, fe) 


llell=1 


此 时 将 相应 的 算 子 工 = P _ 工 称 为 离散 的 ) 拉 善 拉 斯 算 子 , 并 记 为 A, 易 见 有 
Af(z) = 3, (fe +e) - f()) 


llell=1 
上 面 所 说 到 的 犹 利克 雷 问题 对 于 所 考察 的 简单 随机 游 动 自然 会 有 某 些 变 化 , 值 
得 注意 的 是 , 离开 区 域 C C Z? 时 只 能 落 在 边界 集合 


0C={fz:ze2Ze zgC 且 对 某 个 yeC, 有 zyll=1}. 


这 种 情况 导致 (关于 泊 松 方程 ) 的 犹 利克 雷 问题 此 时 的 标准 形式 为 : 对 于 给 定 的 
区 域 C C Za WEB PAS hh = h(x), rz € C 与 g = g(x), x e 0C, 寻找 函数 
V = V (a), 使 得 


AV (zx) = —h(z), rec, 
V(x) = g(x), z €OC. 


若 区 域 C 为 有 限 个 点 构成 的 , 则 对 一 切 z € C, 都 有 Ps。{r(6C) < oo) = 1, 其 中 
r(8C) = inf {n 2 0: X, € 0C}( 参 阅 第 八 章 第 8 节 第 12 题 ). 这 使 得 可 用 上 面 
所 说 到 的 方法 证 明 , 所 考察 的 问题 的 唯一 解 , 由 下 式 给 出 : 对 z e CU 6C, 有 


T(OC)—1 
Vac(z) = E«g(Xz(ac)) + Ic(z)Ez | >》， i) 
k=0 

(由 于 区 域 C 为 有 限 的 , 故 无 需 假定 h(z) 与 g(x) 为 非 负 消 数 .) 

特别 地 , 车 h = o, 则 在 区 域 C 中 调和 , HOÁ z € 6C 时 等 于 g(x) 的 唯一 区 
数 是 : 

Vac(x) = Erg(Xr(ac)). 
下 面 来 引述 关于 如 下 的 齐 次 犹 利克 雷 问 题 的 一 些 结 果 : 在 非 有 界 区 域 C 中 ， 


AV (x) = 0, rec, 
V(x) = g(x), ZE DC 


3j d < 2, 则 根据 波 利 亚 定理 (第 八 章 第 8 节 ) 有 P。{fr(8C) < oo) = 1, 并 
H. C 为 有 限 区 域 时 的 方法 仍 适 用 于 此 , 故 可 得 到 如 下 结果 : 当 9 = g(x) 为 有 界 
函数 时 , 则 在 C uU 6C 中 为 有 界 类 的 解 集中 , 存在 着 唯一 的 解 , 其 形式 与 上 面 的 
相同 , BD: 
Yac(z) = Ezrg(Xr(ac)). 














: 342 - 附 录 


必须 指出 , 即使 在 g = 9(z) 为 有 界 函 数 时 , 我 们 的 问题 的 解 也 可 能 为 (不 是 一 
^) 非 有 界 解 . 典型 的 例子 如 下 . 

设 d= 1, C=Z\0}), 意 即 8C = (0). 令 g(0) = 0, 则 易 见 , 任何 无 界 函数 
V(z) = oz, a € 下 ,都 是 狄 利 死 雷 问题 (AV(z) = 0, z eZ\{0}, H. V(0) = g(0)) 
的 解 . 

若 d > 3, 则 狄 利克 雷 问题 (AV(z) = 0, z€ C, 且 V(z) = g(z)，z € 8C) 
的 有 界 函 数 解 的 存在 性 与 唯一 性 问题 , 本 质 上 取决 于 是 否 对 一 切 x c C, 都 有 
Pu{r(6C) < oo) = 1. 若 该 条 件 满足 , 则 在 有 界 函 数 类 中 , 解 存 在 且 唯 一 , 具有 
形式 : 对 一 切 ze Cu OC, 有 Vac(xz) = Ez9g(X.(50c)). 

而 若 条 件 Ps{7(8C) < col = 1 ze C, 不 满足 , 则 (XE g — g(z), x c 0C, ÀJ 
有 界 函 数 的 场合 下 ) 狄 利克 雷 问题 (AV (zx) 20, 2€ C, B. V(x) = g(z), x € 0C) 
的 所 有 有 界 解 均 具 有 如 下 形式 : 


V9) (z) = EslI(7(80) < oo)9(X.(c))] + oaPz{7(0C) = oc], 


其 中 , ocR. (参阅 , 例如 , [75] 定理 1.4.9.) 


在 (第 八 章 ) 阐述 具有 可 数 状 态 集合 的 马尔 可 夫 链 的 分 类 问题 时 , 我 们 摆脱 了 30 
年 代 ( 柯 尔 英 戈 洛 夫 , 弗 雷 歇 , 道 博 林 等 ) 的 那 种 最 为 复杂 的 局 面 , 一 种 自然 的 分 
类 方式 , 一 方面 应 当 由 其 转移 概率 矩阵 的 代数 性 质 所 决定 , 男 一 方面 , 也 取决 于 
其 转移 概率 随时 间 增 长 时 的 渐 近 性 状 . 

从 那 时 起 , 由 其 转移 概率 的 代数 性 质 所 决定 的 如 下 的 一 些 概 念 : 


本 质 与 非 本 质 状态 ， 
可 达 状 态 与 连通 状态 ， 
不 可 约 类 与 循环 类 ， 


与 由 其 转移 概率 的 极限 性 状 所 决定 的 如 下 的 一 些 概念 : 


自 返 性 与 非 自 返 性 ， 

正定 状态 与 零 状态 ， 

不 变 (平稳 ) 28, 

遍历 分 布 与 遍历 定理 ， 
成 为 了 马尔 可 夫 链 理论 中 所 集中 研究 的 标准 概念 . 

现在 已 经 越 来 越 清楚 , 关于 渐 近 性 质 的 研究 在 与 位 势 理论 的 概念 相 结合 后 
更 为 方便 , 对 于 后 者 的 基本 概念 (位 势 , 调和 函数 , 峰 态 函数 , .… ) 前 面 已 做 了 介 
绍 . 

从 第 八 章 的 阐述 中 可 见 , 在 对 于 马尔 可 夫 链 极限 性 状 的 研究 中 , 所 谓 “再生 
循环 ”法 已 经 逐渐 成 为 最 基本 的 工具 , 作为 该 方法 基础 的 是 如 下 的 观察 . 
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设 > 是 中 的 某 个 状态 ， 定 义 再 生 马 尔 可 夫 时 序列 (cbjkze 如 下 : 令 
B. 一 0, cl — Og, 其 中 


04 — inf [n » 0: Xs cg 
再 归纳 式 地 , XI k 22, TE ok-1 < oo 的 集合 上 , 令 
ct —inf(n» cE : X, — x). 


换言之 , 即 有 


D *0.08,.5, IR ok-! < oo, 
k 


oo, trn gb 一 oo. 


如 下 的 性 质 说 明了 名 称 “ 再 生 时 刻 ” 与 术语 “再 生 循 环 ” 的 含义 : 

1) 在 集合 {of < oo) E, 有 Xox — m; 

2) 在 集合 {ok < oo) Eb, 序列 (Xus+tn)n>o( 关 于 测度 P,) 与 (Xo, Xi ……， 
从 ck_1) 独立 ; 

3) XX —U] we E^? 都 有 ok(w) < oo, 则 序列 (X,&1.)n20 的 Po- 分 布 与 
(Xn)nzo 的 分 布 相 同 ; 
4) XXI —U] v € E?» 都 有 os(w) < oo, 则 “再 生 循环 ” 


序列 


(Xo, X1, ud Dy nog (Xs: , X E14: db | X6k 1) 


是 Ps- 独 立 的 ; 
5) Psy{o < oo) = Pí(o* ! < oo] P,(o, < oo), 因而 Pr{or < oo] = 
[Pies < o0j]"; 
| 6) E N.— "» Tfz} (Xn) (= Nfz} 即 处 于 状态 x 的 时 刻 数目 ), 则 平均 数目 
E,N, (= E;Ng z G(x,z)) 满足 下 式 : 
B-Nz=1+>》 Ps{o? «o0] =1+ > [Pr{os < oo]]^; 


nzl nzi 


7) 由 上 式 推 出 


Py{or <oo}<1 © E,N,«oo e& P,(N,«oo]-l; 
8) ST yc, 


G(z,y) = Pr{oy < oojG(y. y), 
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亦 即 有 
E,N, = Ps{o, < oo] EJNy; 
9) 若 对 一 切 k > 1, 都 有 Ps{os < oo) = 1, 则 由 再 生 区 间 长 度 构成 的 序列 
(ck — ok-1)k>o 为 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 . 
我 们 记得 , 根据 第 八 章 第 5 节 中 的 定义 , 状态 z c E, 称 为 
自 返 的 ， 如 果 Py{os < oo) — 1, 
非 自 返 的 ， 如 果 Ps{os < oo) < 1. 


Pufos <o0}=1 © P.(X,-z i0] 1, 
P.(o,«oo]-1 e P.(X,—ci0]-0 


(第 八 章 第 5 节 定 理 1), 所 以 状态 rceEdR 

自 返 的 ， 如 果 Ps{X。 = z i.0.} = 1， 

非 自 返 的 ， ”如果 PIX, = x i0.}=0. 
(FEES *P.(X, = x 10.} = 1 5 *P,(X, = 二 2 1.0.} = 0” 对 于 诠释 “ 自 返 性 ”与 
“ 非 自 返 性 ”, 比 “P,{os < oo) = 1" 与 “Pufcoz < oo) < 1" 更 为 贴切 , 者 能 将 它 
们 分 别 理解 为 :“ 在 每 次 访问 状态 z 之 后 还 能 再 回来 ” 与 “在 某 次 访问 状态 z 之 
后 不 再 回来 ”的 话 .) 

事实 上 , 状态 x 的 自 返 性 等 价 于 下 列 性 质 中 的 任何 一 个 : 


Ps{Xn=Xi0.}=1 或 P,(N,—00)—-1 或 EN, = oo 
而 状态 z 的 非 自 返 性 则 等 价 于 下 列 性 质 中 的 任何 一 个 : 
P-{Xn =zi0=0 或 P,.(N.«oo0)—1 或 了 Na < oo. 


回 到 位 势 理论 , 尤其 是 回 到 “再 生 循环 ”概念 , 我 们 就 可 以 对 具有 可 数 状态 集合 
的 马尔 可 夫 链 的 不 变 测度 (或 称 平稳 测度 ) 与 分 布 ( 即 概率 测度 ) 的 结构 问题 给 
出 一 个 详尽 的 回答 了 . 

我 们 记得 , 对 每 个 转移 概率 矩阵 P = pzyl, z,y € E 和 函数 f € 对 ,都 有 一 
个 线性 算 子 Pf 与 它们 相 联 系 , 它 以 如 下 的 方式 作用 在 非 负 函数 了 = f(x), z€ E 
上 : 

(Pf)(z) = 》 Pryf(y), rEE 
yEE 

( 即 按 法 则 (矩阵 P)@( 列 器 量 f)— (Nu (E IPf)). 

B gq = gq(4)，4 CE 为 可 数 集合 EE 的 子 集 4 上 的 非 退 化 的 测度 ( 即 不 恒 
等 于 0 或 无 穷 )， 这 样 的 测度 显然 完全 被 它 在 各 个 单 点 集 {z}, rc E 上 的 值 
q((zi)) 所 确定 . (为 方便 起 见 , 将 q({2i}) 简写 为 q(xi).) 
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以 Mi 表示 所 有 这 样 的 测度 q 的 集合 , 以 gqP 表示 按 如 下 方式 将 .NM 中 的 
测度 变 为 A 中 的 测度 的 线性 算 子 : 


gP(y) = 》 a(y)P«y 
rcE 
( 即 按 法 则 ( 行 回 量 g9)@( 和 矩阵 已 )=( 行 回 量 gP).) 
测度 qc A, 称 为 关于 具有 算 子 P 的 马尔 可 夫 链 是 不 变 的 (平稳 的 ), 如 果 
gP 二 4. 如 果 测 度 q € .NHi 使 得 gP < q,; 则 它 称 为 峰 态 的 , 或 巴 峰 态 的 . 
在 位 势 理论 中 , 对 于 fee, 和 ge .NM 还 引入 了 如 下 形式 的 双 线 性 算 子 : 


(a, f) = > ,q(x)f (2). 
不 难 验证 , 该 双 线 性 算 子 具 有 如 下 所 示 的 对 偶 性 : 


(g, Pf) = (gP, f), 


即 允 许 将 “作用 在 畏 数 上 的 算 子 ”变换 为 “作用 在 测度 上 的 算 子 ”. 
第 八 章 第 6 节 定 理 2 证 明了 , 如 果 (具有 可 数 状态 集合 ) 的 马尔 可 夫 链 仅 
存在 一 个 不 可 约 正定 自 返 类 , 那么 不 变 分 布 存 在 、 唯 一, 日 有 


d(r)-[Esc.| , zxE€E, 


其 中 oz = inf {mn > 1: X, zx} 为 首次 返回 状态 z 的 时 刻 . (注意 , 此 时 我 们 有 
] € Eror «oo, z € E.) 

正如 下 面 所 要 证 明 的 , 利用 第 一 个 再 生 循 环 的 特征 ,对 于 任意 一 个 不 可 约 
的 自 返 马尔 可 夫 链 , 无 需 假设 其 状态 的 正定 性 , 均 可 得 到 其 不 变 集合 的 存在 性 
与 结构 . 

亦 即 有 如 下 的 断言 . 

任何 具有 可 数 相 空 间 E 的 不 可 约 自 返 的 马尔 可 夫 链 X = (Xn)n>o 都 有 不 
变 测度 g = q(A), AC E, 其 中 q(E) > 0 H. q(E) 关 oeofk* 非 平凡 性 ?), 且 对 任何 
状态 rc E, 都 有 0 < q(z) < oo. 本 测度 除了 所 乘 的 常数 因子 之 外 是 唯一 确定 
的 . 

为 证 这 一 结论 , 只 需 证 明 测度 


q'(r) = Es >》 Igy(X&), 
天 一 0 


除 专门 条 件 g"(z?) = 1 之 外 , 是 唯一 的 非 平凡 不 变 测度 , 其 中 cz。= inf (n2 1: 
X, = 2?]. 
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为 证 该 测度 g^ 事实 上 是 不 变 的 (这 也 就 证 明了 不 变 测度 的 存在 性 ), 只 需 
对 任何 函数 f e 6, 证 明 


(q^ P, f) = (q^, f). 


(利用 第 八 章 第 2 节 第 13 题 中 推广 的 严 马尔 可 夫 性 ) 通过 下 面 的 一 系列 运算 ， 
即 可 证 得 这 一 等 式 的 正确 性 : 














Caeo 一 0,o-—1 
(PP, f) = (P, Pf) = Es P » (P£)UX)| = Es | 2 Ex. f) 
k=0 k=0. 
z Ee LE<o jEx, f(X1)- 2, E;- U (ko, ) Ere [f o 9-7] 
k20 kz0 
= » ES {Eye [Tg<o,o}f : 0k |-7x]) zm >》 Eu [Tk<oso}f S 3 
kz0 kz0 
0,6 czo 一 二 
一 E. r luceat -一 E; p fF (Xi) 一 E, » faxo] 
k20 l=1 k=0 
= (q^, f) 


Hrf4xs th BEA g* (x?) = 1 为 标志 条 件 的 测度 q* 对 一 切 x e E, 都 满足 性 质 
0 < qd(z) < oo. 关于 这 一 点 , 可 以 由 下 面 的 峰 态 测度 的 性 质 直接 推出 . 

设 马 尔 可 夫 链 为 不 可 约 的, 而 测度 q € . 是 峰 态 的 (gP < gq). WEE 
个 状态 ze € E, 有 值 q(x?) = 0 ( 值 q(z?) < oo), 那么 对 一 切 x e E, 就 都 有 值 
d(z) = 0 (f& g(x) < oo). 

事实 上 , 对 一 切 z z ax, 都 存在 n > 1, 使 得 00), — 0, 然而 


q(z^) 2 Y ^ (y). 2 gd(z)pg 
ycE 
由 此 即 得 所 证 . 
现 证 测度 g^ 是 唯一 的 非 平 凡 的 不 变 测度 . 为 此 , 假设 g 是 峰 态 的 (特别 地 ， 
是 不 变 的 ) 测度 , 对 一 切 x € E, 都 有 0 < q(z) < oo. 令 





并 定义 (与 pey 对 偶 的 ) 函数 六。 = 于 多 pw. 由 于 


x 1 " q^ (x) 
> Brew — o » q (Y)py,s 一 = l, 
y q?(x) CE q 





故 可 见 P = |5.,|| 就 是 转移 概率 和 矩阵， 并且 , 对 于 矩阵 P = || 志 ,yl| 和 函数 
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q? (x) 


Pr) = 3 ufu) = 359.2) = 7 £005, , 40) 


"i ycE 


3 mad - SS, f. 















"2d 


事实 上 , 函数 f = f(z) 是 他 调和 的 . 又 由 于 由 函数 站。 = £03, 的 定义 可 以 
推出 : 对 任何 n > 1, 都 有 





所 以 . 
G(z, y) = < ) G(y, x). 





由 上 述 两 个 关系 式 可 以 推 知 : 知 具 有 算 子 P 的 马 氏 链 X = (Xnjn>o 是 不 可 
约 的 和 自 返 的 , 那么 具有 算 子 IP 的 对 偶 马 氏 链 X = (X)sso 就 也 是 不 可 约 的 
和 自 返 的 ， 但 者 函数 f = f(x) 是 ( 非 负 ) 峰 态 (特别 地 , 是 调和 的 ) 函数 ， 则 
对 于 任何 初始 分 布 v, 序列 (J(Xn))n>o 都 关于 测度 P. 为 非 负 定 上 款 ， 这 一 
性 质 曾经 在 上 面 指出 过 . 在 那里 我 们 还 提 到 过 , 这 样 的 序列 BP-a.s. 地 存在 极限 
lim Xn (= Xoo), 因此 , 也 就 存在 极限 lim. /(X). 若 马 氏 链 是 不 可 约 与 自 返 的 ， 
则 对 任 二 状态 z 与 y 尖 z，X 都 无 限 多 次 地 取 值 x, 也 无 限 多 次 地 取 值 y. 这 
就 意味 着 f(z) = f(y), 从 而 我 们 证 得 了 f(x) = const. 

总 而 言 之 , 我 们 已 经 证 得 了 , 任何 别 的 满足 条 件 0 < q(z) «oo, x € E 的 不 
变 分 布 q, IR] q^ 的 区 别 仅 在 于 所 乘 的 正 的 常数 . 

由 所 证 的 结果 不 难 推出 前 面 所 提 到 过 的 关于 不 可 约 正定 自 返 马尔 可 夫 链 
的 如 下 性 质 : 唯一 的 不 变 概 率 分 布 q^ = (g*(z)，z c E) 具有 结构 : q*(z) = 
[Eyor] |,r € E. 


再 谈 一 谈 关于 具有 可 数 状态 集合 的 马尔 可 夫 链 的 一 些 遍历 性 定理 , 亦 即 当 n 一 
oc 时 , 形 如 135 /(X#) 的 量 , 或 者 , 更 为 广泛 的 , 对 于 某 些 类 型 的 函数 / 与 9 
形 如 


n—i 


> RD 2, sU) 


的 量 的 几乎 必然 收敛 性 的 定理 . 与 上 面 一 样 , 此 处 最 好 是 考察 再 生 循 环 . 

设 X = (Xn)nzo 是 不 可 约 自 返 的 马尔 可 夫 链 , 具有 可 数 状态 集合 妃 和 这 
样 的 不 变 测 度 g"(z): 对 一 切 x € E, 都 有 0 < q?*(x) < oo, 且 对 某 个 固定 的 c5, 
有 q (2?) — 1. 
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设 函 数 f= f(z) 与 g = g(x) 均 属于 类 L'(q^), 即 有 2 Gola? (0) < oo 


与 2 1g(ole (n) < oo. € 


15—1 oro —1 
Yo- M f(Xr), 及 Yn= M f(Xk) (9Yoo652). 
k=0 k=oo 
根据 不 变 测度 q^ 的 定义 , 有 
也 -Yo M (q^, 1 


H. (根据 马尔 可 夫 性 ) 对 任何 初始 分 布 m, 都 有 

E,Y, = Er[Ex,n, (Yo)] = Ez»Yo = (q^, f). 
SX p, 关于 测度 P7, 随机 变量 Yi, Yo, -- 是 独立 同 分 布 的 , 有 EnYm = (a5, f) 
(< oo). 所 以 , 由 强大 数 律 可 知 , (对 于 任何 m, 都 Px-a.s. 地 ) 有 


< Y, 1 x? : 
iy^) lg sry, a) 48 aqu f, nos, 
es T TU TL 


又 在 (92, 9) 4 0 的 假设 之 下 , (对 于 任何 m, 都 Px-a.s. 地 ) 有 


Ss US (Pi-a.s.), 了 0 oo. 
z^ q^. g 
X 


fiu v.- 人 I(Xy — x?), 则 由 马 氏 链 的 自 返 性 知 v7. 一 oo (Px-a.s.), n — oo. 
k=0 


由 于 o < n < ol211, 故 由 上 述 收 化 性 嗓 可 得 出 关于 比值 的 遍历 性 定理 当 
n 一 oo 时 , 有 


» f(Xx) 
k=0 

s g( Xx) «^. 9) 
k=0 


假若 所 考察 的 马 氏 链 是 不 可 约 正 定 自 返 的 , 那么 由 于 此 时 可 将 测度 gq? 换 为 概率 
分 布 re = (n?(z), x € E), 其 中 me(z) = 1/(Exos), 所 以 我 们 可 以 特别 地 得 到 关 
于 这 样 的 马 氏 链 的 如 下 形式 的 遍历 性 定理 : 





~ 》 OG) 一 (n?, f) (Pr-as.), m-0o, 
k=0 


其 中 7 为 任意 的 初始 分 布 (特别 地 , 可 将 其 取 为 7). 
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名 词 系 5| 


A 
A- 积 分 , (3.3.15 注 ) 咏 
“ 奥 米 咖 平 方 ”统计 量 , (3.13.5) 


B 
(B, S)- 市 场 
(B, 5S)- 市 场 在 弱 意 义 下 是 无 套利 的 ， 
(7.11.7) 
(B, S)- 市 场 在 强 意义 下 是 无 套利 的 ， 
(7.11.7) 
贝 特 朗 悖 论 , (2.3.33) 
变 差 序 列 , (1.12.8) 
变换 
埃 绍 尔 变 换 , (附录 .3) 
伯 努 利 变 换 , (5.3.7) 
梅林 变换 
测度 的 梅林 变换 , (3.9.11) 
试验 的 梅林 变换 , (3.9.11) 
柯 尔 葛 七 洛 夫 变换 , (5.3.8) 
拉 普 拉 斯 变换 , (2.6.32, 附录 .3) 
非 负 随机 变量 的 拉 普 拉 斯 变换 ， 
(2.12.26) 
标准 差 (标准 偏差 ), (附录 . 3) 


O3.3.15 表示 第 三 章 第 3 节 第 15 题 , 注 表 


示 在 该 题 的 注释 中 一 一 译 者 注 . 


伯 努 利 移动 , (5.3.7) 

不 等 式 
Cr 不 等 式 , (2.6.72) 
埃 特 麦迪 不 等 式 , (4.2.22) 
奥 坦 韦 安 尼 不 等 式 , (7.3.3) 
邦 费 尔 罗 尼 不 等 式 , (1.1.15) 
贝尔 不 等 式 , (1.4.15) 
贝 里 - 埃 森 不 等 式 , (2.12.43) 
本 特 古 斯 不 等 式 , (7.3.26) 
伯 恩 斯 坦 不 等 式 , (4.5.12 提示 ) 
伯 克 霍 尔 德 不 等 式 , (7.3.19) 
博 雷 尔 不 等 式 , (2.13.22) 
布尔 不 等 式 , (1.1.11) 
德 沃 里 茨 基 不 等 式 , (7.3.7) 
杜 布 指数 型 不 等 式 , (7.3.9) 
SE TH RCISEXX, (1.1.15) 
弗 雷 谢 - 霍 夫 丁 不 等 式 , (3.8.10) 
闪 贝 尔 不 等 式 , (1.1.15) 
高 斯 不 等 式 , (2.6.80) 
格 度 活 尔 - 贝 尔 曼 不 等 式 , (2.6.51) 
古 尼 阿 斯 不 等 式 , (1.1.11) 
关于 条 件数 学 期 望 的 延 森 不 等 式 ， 

(2.7.5) 

险 伊 克 - 雷 尼 不 等 式 , (7.3.8) 
堆 夫 丁 不 等 式 , (4.5.15) 





霍 夫 丁 - 阿 佐 姆 不 等 式 , (7.3.15(a)) 

吉 布 斯 不 等 式 , (1.5.11) 

坎 泰利 不 等 式 , (2.6.47) 

柯 尔 莫 艾 洛 夫 单 边 不 等 式 , (2)(4.2.5) 

柯 尔 莫 戈 洛 夫 - 罗 扎 诺 夫 不 等 式 ， 
(6.3.6) 

柯 尔 莫 艾 洛 夫 指数 型 不 等 式 , (4.2.23) 

柯 西 - 布 尼 亚 科 夫 斯 基 和 矩阵 不 等 式 ， 
(2.8.33) 

克拉 默 不 等 式 , (2.12.42) 

拉 奥 -克拉 默 不 等 式 , (2.13.32(b)) 

拉 德 马赫 - 梅 尼 绍 夫 不 等 式 , (7.3.23) 

拉 仇 科 夫 不 等 式 , (2.12.21) 

莱 维 不 等 式 , (4.4.5) 

雷 尼 不 等 式 , (1.5.12) 

马 钦 凯 维 奇 - 济 格 蒙 德 不 等 式 , (7.3.22) 

佩 利 - 济 格 蒙 德 不 等 式 , (2.6.46(c)) 

普罗 霍 洛 夫 不 等 式 , (4.4.8) 

切 比 雪夫 不 等 式 , (2.6.55) 

二 维 切 比 雪夫 不 等 式 ，(1.5.1) 

切 尔 诺 夫 不 等 式 , (4.5.12) 

NUBE ER EUR AE, (4.4.16) 

斯 列 皮 杨 不 等 式 , (2.13.3) 

杨 不 等 式 , (2.6.52, 2.8.42) 

钟 开 菜 - 爱 尔 迪 希 不 等 式 , (1.1.11) 


BCKORASXX, (1.11.12, 4.5.13, 7.3.13, 


7.3.15) 
不 完全 贝塔 函数 , (2.8.79) 
^A aT, (1.1.2) 
布朗 运动 
断口 布朗 运动 , (2.13.43) 
分 数 布朗 运动 , (2.13.43) 
布衣 运动 的 自 模 性 , (2.13.15) 


C 

测度 
标准 测度 , (3.9.10) 
不 变 测 度 , (附录 .7) 
非 原 子 测度 , (2.3.35) 
峰 态 测度 , (附录 .7) 
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高 斯 测度 , (5.3.11) 

计数 测度 , (2.6.56) 

弥漫 测度 , (2.3.35) 

平稳 测度 , (附录 .7) 

位 势 测 度 , (附录 .7) 

原子 测度 , (2.3.35) 
测度 的 支撑 , (附录 .2) 
TE, (2.8.82) 


D 
单 射 ， (1.2.15) 
德 摩根 法 则 , (1.1.1) 
定理 
毕 达 哥 拉 斯 定理 , (2.11.4) 
布 塔 尔 - 汗 -萨克斯 定理 , (2.1.27) 
达尔 穆 亚 -斯 基 托 维 奇 定理 , (2.13.44) 
13. 诺 依 曙 遍 历 定理 , (5.3.9) 
关于 正则 性 的 博 雷 尔 定理 , (5.3.10) 
赫 利 -布雷 定理 , (3.1.11) 
检验 定理 , (8.9.7) 
莱 维 定理 , (2.6.38) 
鲁 金 定理 , (2.10.37) 
默 瑟 定理 , (2.13.11) 
庞 加 莱 定 理 , (1.1.12) 
切 尔 诺 夫 定 理 , (4.5.5) 
乌拉 姆 定理 , (3.2.4) 
叶 戈 罗 夫 定理 , (2.10.36) 
约 内 斯 库 -图 尔 其 定理 , (8.9.7) 
独立 性 
事件 的 独立 性 , (附录 .2) 
子 集 类 的 独立 性 , (附录 .2) 
对 称 差 , (1.4.1) 
对 角 线 所 作 的 三 角形 前 分 , (1.1.5(b)) 
多 项 式 
阿 贝尔 多 项 式 , (附录 .3) 
埃 尔 米 特 多 项 式 , (附录 .3) 
伯 努 利多 项 式 , (附录 .3) 
欧 拉 多 项 式 , (附录 .3) 
谢 费 尔 多 项 式 , (附录 .3) 
多 项 式 系数 , (1.2.12) 
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E 

二 次 变型 , (7.3.18) 
二 进 制 单位 (BIT), (1.8.7 注 ) 
—JHAB, (附录 .3) 

二 项 系数 , (1.1.3) 

二 元 运算 , (8.1.14) 


F 
范 德 蒙 德 卷 积 , (附录 .3) 
范 德 蒙 德 多 项 卷 积 , (1.2.12) 
范 德 蒙 德 二 项 卷 积 , (1.2.2, 1.2.22) 
方差 , (附录 .3) 
关于 分 割 的 条 件 方差 , (1.8.2) 
样本 方差 , (2.8.20) 
方程 
泊 松 方程 , (附录 .7) 
福 克 尔 -普天 克 方 程 , (1.6.7) 
更 新 方程 , (2.9.6) 
柯 尔 莫 戈 洛 夫 前 向 方程 , (1.6.7) 
方法 
克拉 默 - 沃 尔 德 方法 , (3.3.9) 
再 生 循环 法 , (附录 .7) 
3EfA ESRIT A, (7.4.24) 
非 降 路 径 , (1.1.3(d), 1.2.14) 
分 布 
边缘 分 布 , (2.8.63) 
泊 松 分 布 
复合 泊 松 分 布 , (3.6.19) 
广 闵 泊 松 分 布 , (3.6.19) 
双 问 油 松 分 布 ，(3.6.21) 
初始 分 布 , (附录 .7) 
犹 利克 雷 分 布 , (2.8.65) 
对 数 正 态 分 布 , (2.8.67) 
多 元 贝塔 分 布 , (2.8.65) 
二 重 指数 分 布 , (2.8.17(b), 2.8.48(a)) 
反 二 项 分 布 , (2.8.84) 
反正 弦 分 布 , (2.13.39(c)) 
3E THREAD, (2.8.48(a)) 
负 二 项 分 布 , (2.8.84) 
概率 分 布 , (附录 .2) 
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冈 贝尔 分 布 , (2.8.48(a)) 
极 值 分 布 , (2.8.48 注 ) 
逻辑 斯 席 分 布 , (3.6.24) 
帕 雷 托 分 布 

离散 的 帕 雷 托 分 布 , (2.8.85) 
连续 的 帕 雷 托 分 布 , (3.6.23) 
帕斯卡 分 布 , (2.8.84) 
瑞 利 分 布 , (2.8.13) 
三 角形 分 布 , (3.6.10) 
随机 变量 的 分 布 , (附录 .2) 
韦 布尔 分 布 , (2.8.17(a), 2.8.48(a)) 

分 布 的 峰 点 , (2.6.80) 

分 布 的 众 数 , (2.6.80) 

分 布 晴 数 的 反 函 数 , (3.8.8) 

分 布 之 间 的 距离 , (3.13.7) 

多 布 鲁 申 距离 , (3.13.8) 
已 守 尔 斯 坦 距 离 , (3.13.7) 

分 割 类 , (附录 .1) 

分 解 
克 里 克 伯 格 分 解 , (7.3.2) 
里 斯 分 解 , (7.1.26, 8.2.21) 

分 数 阶 导数 , (2.12.44) 

分 位 点 图 数 , (3.8.8 TE) 

分 位 数 , (3.13.9) 


G 

伽 玛 函数 , (2.8.80) 

概率 空间 
滤 子 概率 空间 , (附录 .6) 
普 适 概 率 空 间 , (2.9.1) 
完备 概率 空间 , (2.2.34) 

概率 -统计 试验 , (3.9.9) 

公式 
邦 费 尔 罗 尼 公式 , (1.1.14) 
华 林 公 式 , (1.1.13) 


并 与 交 的 概率 容 斥 公式 , (1.1.12, 1.4.9) 


三 个 事件 之 并 的 示 性 函数 的 容 斥 
公式 , (1.4.2) 

随机 变量 最 大 值 的 容 斥 公式 ， 
(2.8.77) 
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有 限 个 集合 的 并 与 交 的 概率 容 斥 公 
x, (1.1.12) 
多 宾 斯 基 公 式 , (附录 .3) 
伊 芯 公式 的 离散 版 本 ，(7.9) 
BUR XX, (7.10.13) 
Sep JE PAX, (1.1.23) 
道 转 公 式 ( 反 演 公式 ), (2.12.34) 
多 元 逆转 公式 ( 反 演 公式 ), (2.12.4) 
帕 塞 瓦尔 公式 , (2.12.27) 
庞 加 莱 公 式 , (1.1.12) 
塞 格 - 柯 尔 莫 戈 洛 夫 公 式 ，(6.6.2) 
斯 特 林 公式 , (1.2.31, 1.3.16, 8.8.1(d)) 
田中 公式 的 离散 版 本 ，(7.9.8) 
IT AX, (3.9.18) 
关于 黎 曼 〈- 函 数 的 欧 拉 公式 ，(2.3.24) 
关于 欧 拉 函数 的 欧 拉 公式 , (2.3.25) 
估计 
伯 恩 斯 坦 估 计 , (1.5.4) 
非 线 性 估计 , (6.5.3) 
极 大 似 然 估计 , (6.4.3) 
线性 估计 , (6.5.3) 
有 效 估计 , (2.13.32(b)) 
广义 马尔 可 夫 性 , (附录 .7) 
J X3ÉÓB[EE, (2.13.6) 
过 程 
奥 恩 斯 坦 - 乌 伦 贝克 过 程 , (2.13.18) 
高 尔 顿 - 沃 森 过 程 , (8.5.18) 
格子 点 更 新 过 程 , (7.2.20) 
非 齐 次 泊 松 过 程 , (7.10.12) 


BRI 
入 -调和 因数 ,， (7.1.9) 
入 峰 态 函数 , (7.1.9) 
4- 可 积 函 数 , (3.3.15 TE) 
贝 塞 尔 函 数 , (附录 .3) 
贝塔 函数 ，(2.8.79) 
不 变 函 数 ，( 附 录 .7) 
狄 利克 雷 函 数 , (2.6.11) 
调和 函数 , (8.9.4, 附录 .7) 


分 布 函数 ，( 附 录 .2) 
分 位 点 函数 , (3.8.8 注 ) 
峰 态 函数 (附录 .7) 
伽 玛 函 数 , (2.8.80) 
格林 函数 ，( 附 录 .7) 
截断 函数 ,，(3.6.17) 
A28 D AR PRÉC, (2.11.6) 
BEBE? 
数列 的 母 函 数 , (附录 .3) 
随机 变量 的 母 函 数 , (附录 .3) 
指数 型 母 函数 , (附录 .3) 
浓度 函数 ，(2.8.66) 
欧 拉 函数 , (2.3.25) 
上 调和 函数 , (8.9.4) 
特征 函数 , (附录 .3) 
完全 单调 函数 , (2.12.26) 
UJ 35 BRI, (附录 .5) 
FEES BRI, (附录 .7) 
函数 的 连续 区 间 , (2.12.4) 
核 
马尔 可 夫 核 , (附录 .7) 
费 耶 尔 核 , (6.2.4) 
恒等式 
超 几 人 和 何 恒等式 , (附录 .3) 
二 项 恒等式 , (1.2.1) 
范 德 蒙 德 恒等式 , (1.2.1) 
雇 尔 伦 德 忆 等 式 , (1.2.1) 
庞 加 莱 恒 等 式 , (1.1.12) 
斯 皮 策 恒等式 , (2.6.34) 


J 
积分 
Q- 阶 海 林 格 积分 , (3.9.9) 
iB DL AAT, (2.6.40) 
AX BU, (2.6.40) 
积分 换 元 法 , (2.6.15) 
集合 , (附录 .1) 
完备 集 , (2.3.7) 
集合 的 分 割 , (附录 .1) 
集合 的 密度 , (2.2.33) 
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纪录 时 , (8.1.17) 
阶乘 矩 , (2.8.49, 附录 .3) 
n 阶 阶乘 窍 , (附录 .3) 
阶梯 时 刻 , (2.6.84) 
阶梯 指数 ， (2.6.84) 
局 部 时 , (1.10.11)(7.9.8 注 ) 
jB 
二 项 矩 , (2.8.53, 附录 .3) 
阶乘 矩 ，(2.8.49, 附录 .3) 
n 阶 阶 乘 矩 (附录 .3) 
IRE 
RIZR E AIRES, (3.7.6) 
莱 维 距离 , (3.1.4) 
瓦 塞 尔 斯 坦 距 离 , (3.13.7) 


K 
x^ 相合 性 准则 , (1.7.5) 
卡 泊 林 格 不 等 式 , (3.9.14) 
卡 泊 林 格 时 , (3.9.15) 
卡 泊 林 格 性 质 , (3.13.7) 
柯 尔 莫 戈 洛 夫 意义 下 的 稳定 性 , (3.3.13) 
可 缝补 , (7.13.6) 
可 交换 事件 组 , (2.1.11) 
可 交换 随机 变量 序列 , (7.1.21) 
UP VISUS, (1.2.8) 
空间 
波 利 希 空间 , (2.2.8) 
可 测 空 间 , (附录 .2) 


L 

拉 德 马赫 - 梅 尼 绍 夫 不 等 式 , (7.3.23) 

拉丁 方 , (1.2.27) 

拉 普 拉 斯 算 子 , (附录 .7) 

离散 的 电报 信号 , (1.9.6) 

385 C PEU, (2.3.24) 

律 

大 数 定律 , (3.3.2, 4.3.19) 
柯 尔 莫 欧 洛 夫 大 数 定 律 , (3.3.13) 
柯 尔 莫 戈 洛 夫 强大 数 定律 , (4.3.11) 
马 钦 凯 维 奇 - 济 格 蒙 德 强 大 数 定律 ， 
(4.3.2) 
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壮 钦 大 数 定律 , (3.3.10) 
反正 弱 律 , (1.10.4) 
稀有 事件 定律 , (3.6.20) 


M 
马尔 可 夫 核 , (附录 .7) 
马尔 可 夫 链 
7- 阶 马尔 可 夫 链 , (8.1.13) 
可 道 马 尔 可 夫 链 , (8.1.20) 
齐 次 马尔 可 夫 链 , (附录 .7) 
满 射 , (1.2.15) 
TAE 
站 与 uis S BURESEE, (1.1.1) 
模型 
波 利 亚 模 型 , (1.2.28) 
高 尔 顿 - 沃 森 模型 , (8.5.18) 
取胜 概率 随机 的 伯 努 利 模型 , (2.8.74) 
一 维 伊 金 格 模型 , (1.2.20) 
自 回 归 模 型 , (6.1.10, 6.4.3) 
母 函 数 
数列 的 母 函数 , (附录 .3) 
随机 变量 的 母 晃 数 , (2.6.28, 附录 .3) 
指数 型 母子 数 , (附录 .3) 


N 
道 著 , (7.1.5, 7.1.21) 


O 
欧 拉 常数 , (1.2.32) 


P 
帕 雷 托 分 布 
离散 的 帕 雷 托 分 布 , (2.8.85) 、 
连续 的 帕 雷 托 分 布 , (3.6.23) 
3E FL ZR SE XX, (2.12.29) 
帕斯卡 三 角形 , (1.2.2) 
平衡 条 件 , (8.1.20) 


Q 
强大 数 定律 





柯 尔 葛 戈 洛 夫 强大 数 定律 , (4.3.11) 
马 钦 凯 维 奇 - 济 格 蒙 德 强 大 数 
XE, (4.3.2) 
切 萨 罗 意义 下 的 极限 , (8.5.6) 
群 性 质 , (8.1.14) 


R 
罗 宾 斯 - 蒙 罗 程序 , (7.4.9) 


S 
0- 代 数 
-代数 的 完备 化 , (2.2.34) 
可 分 o- 代 数 , (2.2.12) 
可 数 生成 的 o- 代 数 , (2.2.12) 
AR, (1.8.7) 
AK TAS, (1.8.9) 
示 性 函数 
集合 的 示 性 函数 ，( 附 录 .2) 
收敛 
概率 为 1 nbl e, (4.2.1) 
基本 收敛 , (3.1.1) 
几乎 必然 收敛 , (4.2.1) 
JL — S0 SX, (2.10.38) 
Ifc SE, (2.6.17) 
^ BR AED EC P BACK, (3.1.3) 


贝尔 数 , (附录 .1) 
伯 努 利 数 , (附录 .3) 
调和 和 数 , (1.2.32) 
3EDOE SUR, (1.2.11) 
卡 塔 兰 数 , (1.1.4) 
欧 拉 数 , (附录 .3) 
排列 数 , (附录 .1) 
斯 特 林 数 
斯 特 林 数 的 二 重 性 , (1.2.8) 
二 阶 斯 特 林 数 ， (附录 .1) 
一 阶 斯 特 林 数 , (附录 .3) 
组 合 数 , (附录 .1) 
数学 期 望 , (附录 . 3) 
广义 数学 期 望 , (3.3.15 注 ) 
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XUM, (1.2.15) 
斯 科 罗 堆 德勤 和 人 , (3.8.7) 
似 然 比 , (1.11.8) 
算 子 
马尔 可 夫 链 的 生成 算 子 , (附录 .7) 
移 步 算 子 , (附录 .7) 
转移 算 子 , (1.12.3, 附录 .7) 
随机 变量 , (附录 .2) 
对 数 正 态 随机 变量 , (2.8.67) 
广义 随机 变量 , (2.7.45) 
几乎 不 变 的 随机 变量 ， (5.1.9) 
可 交换 的 随机 变量 , (7.1.21) 
奇异 随机 变量 , (2.8.78) 
双 问 泊 松 随机 变量 , (3.6.21) 
随机 变量 的 等 价 性 , (2.10.3) 
随机 变量 组 序列 , (3.6.22) 
极限 无 穷 小 随机 变量 组 序列 , (3.6.22) 
浙 近 无 穷 小 随机 变量 组 序列 , (3.6.22) 
随机 过 程 , (附录 .2) 
离散 时 间 的 随机 过 程 , (附录 .2) 
随机 过 程 的 有 限 维 分 布 , (附录 .2) 
随机 过 程 的 有 限 维 分 布 函数 , (附录 .2) 
随机 回 量 , (附录 .2) 
随机 回 量 族 的 稠密 性 , (3.2.6) 
随机 序列 , (附录 .2) 
随机 游 动 的 变 程 , (1.9.7) 
随机 元 , (附录 .2) 


T 

调和 数 , (1.2.32) 

特征 函数 (附录 .3) 

条 件 
(1 4 6) 条 件 , (3.3.16) 
k 阶 林 德 伯 格 条 件 , (3.4.11) 
诺 维 可 夫 条 件 , (7.7.8(b)) 
强 混合 条 件 , (6.3.5) 

AK UEARI, (1.8.9) 

统计 量 
奥 米 咖 平 方 统计 量 , (3.13.5) 
玻 色 - 爱 因 斯 坦 统计 量 , (1.1.21) 














362: 名 词 索引 


麦克 斯 韦 - 波 尔 查 诺 统计 量 , (1.1.19) 
顺序 统计 量 , (1.12.8, 2.8.19) 
秩序 统计 量 , (1.12.8) 


W 
位 势 
晤 数 的 位 势 ,， (附录 .7) 
马尔 可 夫 链 的 位 势 , (附录 .7) 
算 子 的 位 势 , (附录 .7) 
Bie PRSE, (7.1.25) 
位 势 -测度 , (附录 .7) 
问题 
狄 利克 雷 问题 , (附录 .7) 
关于 泊 松 方程 的 狄 利克 雷 问题 , (8.8.11) 
齐 次 犹 利克 雷 问题 , (8.8.24) 
夫妻 邻 座 问题 , (1.2.26) 
会 面 问题 , (2.7.12) 
惠 更 斯 问题 , (2.1.30) 
无 序 问题 , (1.1.16) 
重合 问题 , (1.1.17) 
无 记忆 和 性, (2.7.45) 
无 穷 可 分 分 布 特征 天 数 的 柯 尔 莫 戈 洛 
夫 表 达 式 , (3.6.15) 


X 
系 耦 , (3.8.11 1x) 
系数 
多 布 鲁 申 遍历 系数 , (3.9.13) 
多 项 式 系 数 , (1.2.12) 
多 项 系数 , (1.2.12) 
峰 度 系数 , (2.8.81) 
偏 度 系数 , (2.8.81) 
相关 系数 , (附录 .3) 
置信 区 间 的 可 靠 性 系数 , (2.13.32(c)) 
最 大 相关 系数 , (2.8.5) 
相互 独立 的 事件 , (附录 .2) 
协 方差 , (附录 .3) 
辛 钦 准则 , (3.3.10) 
信息 
费 希 尔 信息 , (6.4.4) 
库 尔 贝 克 信 息 , (3.9.3) 


(8 ERE, (1.8.10) 


Y 
样本 
无 序 样本 , (附录 .1) 
有 序 样本 ,， (附录 .1) 
样本 方差 , (2.8.20) 
样本 均值 , (2.8.20) 
5| 8E 
博 雷 尔 - 坎 泰利 引 理 , (附录 .3) 
博 雷 尔 - 坎 泰利 第 二 引 理 , (2.10.17) 
IS EAR XU SS — 5| B, (2.10.16) 
法 图 引 理 , (2.6.39) 
关于 集合 的 法 图 引 理 , (2.1.15) 
关于 条 件数 学 期 望 的 法 图 引 理 ， 
(2.7.15) 
赫 利 -布雷 引 理 , (3.1.11) 
帕 雷 托 引 理 , (2.6.19) 
施 佩 纳 引 理 , (2.2.28) 
斯 鲁 斯 基 引 理 , (2.10.5) 
. 谢 费 引 理 , (2.10.56) 
映射 
保 测 映射 , (附录 .4) 
可 测 映 射 , (附录 .4) 
原理 
安 德 烈 反 射 原理 , (8.8.8) 
关于 布衣 运动 的 反射 原理 , (2.13.40) 
不 变 原理 , (3.4.7 提示 ) 
唐 斯 克 尔 -普罗 霍 洛 夫 不 变 原 理 ， 
(3.4.15(a)) 
最 大 值 原理 , (8.8.21) 
原子 , (2.3.35) 
分 割 的 原子 , (附录 .1) 


Z 
绸 生 循环 , (附录 .7) 
增 广 数 轴 直 线 , (2.2.23) 
中 位 数 , (1.4.5) 
随机 变量 的 中 位 数 , (1.4.23, 4.2.20) 
最 大 值 不 等 式 , (4.5.13)(7.3.13) 








